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Часто натурные испытания радиоэлектронной 

аппаратуры (РЭА) являются довольно дорогостоя-
щими, а их проведение требует существенных вре-
менных затрат. Кроме того, по результатам испыта-
ний необходим сложный поиск ошибок проектиро-
вания, поскольку зачастую РЭА не проходит испы-
тания с первого раза. Проведение повторных испы-
таний ведет к росту затрат на проектирование. Ре-
шение данной проблемы – предварительное имита-
ционное моделирование, которое в настоящее время 
получило широкое распространение в различных 
областях практической и научной деятельности. 

Процесс построения модели предполагает сле-
дующие этапы [1]: постановка задачи (определение 
целей расчета, класса решаемых задач, необходимо-
го объема входной и выходной информации, а также 
допустимых пределов погрешностей результатов); 
аналитическая обработка (формулировка уравнений, 
начальных и граничных условий, выбор метода ре-
шения, преобразование полученных уравнений к 
подходящему для данного численного метода виду); 
дискретизация границ модели (переход от непре-
рывных функций к дискретным, а также от функ-
циональных уравнений к алгебраическим); решение 
полученной системы уравнений с заданной точно-
стью; обработка результатов (расчет поля, характе-
ристик и параметров системы по результатам реше-
ния и их визуализация). Таким образом, процесс 
моделирования в конечном счете сводится к реше-
нию системы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ). Поэтому от умения быстро и с заданной 
точностью ее решать зависит эффективность моде-
лирования в целом. 

Показательным примером моделирования явля-
ется вычисление методом моментов матрицы погон-
ных коэффициентов электростатической индукции 
(далее – емкостной матрицы) в диапазоне парамет-
ров [2], реализованное в системе TALGAT, разраба-
тываемой с использованием объектно-ориентиро-
ванного языка программирования C++ [3]. Метод 
моментов по существу сводит задачу моделирования 
к решению СЛАУ вида 

Sk k = Vk,  (1) 
где Sk – квадратная и плотная матрица порядка N, 
являющаяся результатом применения метода момен-
тов к анализируемой структуре; Vk – неизменная в 
входе вычислений матрица размера N×NCOND, со-
стоящая из задаваемых потенциалов на подобластях, 
на которые разбиты границы структуры, а k – иско-
мая матрица размера N×NCOND, дающая распределе-
ние плотности заряда на этих границах, NCOND – ко-
личество правых частей (количество проводников), 
не считая опорного, k = 1, 2, … m (m – число точек 
изменения параметров исходной конфигурации). 
Порядок (N) матрицы СЛАУ складывается из коли-
чества подобластей на границах проводник–
диэлектрик (NA) и диэлектрик–диэлектрик (ND), а 
элементы матрицы вычисляются из параметров этих 
подобластей. 

Примечательно, что специфика изменения мат-
рицы Sk от матрицы к матрице такова, что изменение 
ряда параметров исходной конфигурации проводни-
ков и диэлектриков приводит лишь к частичному 
изменению ее элементов (например, при изменении 
относительной диэлектрической проницаемости 
диэлектрика изменяется лишь часть элементов глав-
ной диагонали с индексами больше NA) [4]. Тогда, 
при моделировании в диапазоне параметров нет не-
обходимости для каждого значения k заново вычис-
лять все элементы матрицы, а достаточно пересчи-
тывать лишь изменяющиеся. Аналогично при вы-
числении вектора решения на шаге k можно исполь-
зовать часть результатов, полученных на шаге k–1. 
Это в совокупности является ресурсом для ускоре-
ния моделирования в диапазоне параметров. Поэто-
му для решения СЛАУ при вычислении емкостной 
матрицы необходим выбор метода, использующего 
специфику неполного изменения матрицы СЛАУ, 
поскольку от этого зависит эффективность модели-
рования в целом. 

Большинство традиционных методов решения 
СЛАУ условно делится на два класса: прямые и ите-
рационные. Прямые приводят к решению за конеч-
ное число арифметических операций, при этом их 
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точность обусловлена машинной точностью (поэто-
му их также называют точными) [5]. Итерационны-
ми называются методы, в которых точное решение 
может быть получено лишь в результате бесконечно-
го повторения, как правило, однообразных действий. 
Известен весьма обстоятельный обзор методов ре-
шения СЛАУ с анализом их сходимости, ошибок 
округления, требуемых памяти и количества опера-
ций [6]. Для решения СЛАУ с плотной матрицей, как 
правило, используются прямые методы, такие как 
метод Гаусса или его модификация, основанная на 
LU-разложении. 

Известно исследование [7], использующее спе-
цифику неполного изменения матрицы СЛАУ при 
решении системы (1). Для ее учета использован 
один из прямых методов решения СЛАУ – блочное 
LU-разложение. Главным его отличием от традици-
онного последовательного LU-разложения является 
то, что исходная матрица СЛАУ разбивается на че-
тыре подматрицы и в результате разложения матри-
цы L и U являются блочно-треугольными. Получен-
ные аналитические оценки ускорения показали, что 
ускорения многократного решения СЛАУ за счет 
блочного LU-разложения могут достигать 101 и 
134 раза при N = 1000 и NA = 900 для NCOND = 1 и 10 
соответственно. Недостатком описанных исследова-
ний является то, что результаты аналитических оце-
нок не подтверждены оценками, полученными за 
счет вычислительного эксперимента.  

В настоящее время существует ряд специализи-
рованных математических библиотек, написанных 
на С++ и реализующих как эффективные реализа-
ции операций с векторами и матрицами, так и гото-
вые функции для решения СЛАУ (например, LU-
разложение) [8–12]. В последние годы широкое раз-
витие получает создание и внедрение математиче-
ских библиотек, эффективно реализующих парал-
лельные алгоритмы векторных и матричных опера-
ций. Эта тенденция оправдана, так как широкое 
применение получили многоядерные процессоры и 
для достижения высокой производительности необ-
ходимо обеспечить загрузку каждого из ядер. Важно 
отметить, что повышения производительности про-
граммного кода можно добиться не только распарал-
леливанием, но и за счет использования различных 
режимов компиляции и вычислительных инстру-
ментариев. Например, бесплатно распространяемая 
библиотека ATLAS позволяет достичь высокой про-
изводительности за счёт оптимизации кода на этапе 
компиляции под конкретную вычислительную стан-
цию [8]. Свободно распространяемая библиотека 
Eigen широко использует параллелизацию с помо-
щью технологии OpenMP (открытый стандарт для 
распараллеливания программ), а также поддержку 
инструкций SSE2 (технологии потоковой обработки 
целочисленных данных, позволяющей расширить 
возможности процессора) [9]. Среди примеров по-
добных библиотек достойна внимания исторически 
первая некоммерческая библиотека LAPACK [10]. 
Наконец, необходимо отметить еще одну некоммер-

ческую библиотеку BOOST, которая по существу 
является собранием целого ряда библиотек, расши-
ряющих язык программирования C++ [11]. BOOST 
имеет заметную направленность на исследования и 
расширяемость (метапрограммирование и обобщён-
ное программирование с активным использованием 
шаблонов). В состав BOOST входит библиотека ли-
нейной алгебры uBLAS, к которой в качестве низко-
уровневых модулей можно подключить специализи-
рованные математические библиотеки, оптимизиро-
ванные для конкретной вычислительной платформы 
и позволяющие достичь максимально возможной 
производительности. Благодаря тщательному подбо-
ру, включённые в BOOST библиотеки обладают вы-
сокой надёжностью и производительностью.  

Примечательно сравнение производительности 
ряда некоммерческих библиотек, таких как Eigen, 
ATLAS и LAPACK [13]. Его результаты показали, 
что библиотека Eigen оптимальна (с точки зрения 
минимизации временных затрат) при использовании 
компилятора Microsoft Visual C++ (MSVC), поддер-
живающего инструкции SSE, и многоядерных рабо-
чих станций. Дополнительные вычисления еще при 
двух наборах ключей (оптимизация совместно с ге-
нерацией кода с помощью инструкций SSE2 и под-
держкой OpenMP) показали, что эффективность 
данной библиотеки в первую очередь повышается за 
счет возможности использования инструкций SSE2. 
Однако проведенное сравнение выполнено лишь для 
одного типа переменных – double, в то время как 
размер числа в байтах (обусловленный типом пере-
меной) может оказывать влияние на время решения 
СЛАУ. Кроме того, не выполнено сравнение с 
BOOST. 

Цель данной работы заключается в сравнитель-
ной оценке ускорения, полученного аналитически и 
за счет вычислительного эксперимента, многократ-
ного решения СЛАУ за счет блочного LU-разло-
жения для последующего встраивания в TALGAT. 
Для достижения поставленной цели необходимо 
решить следующие задачи: выполнить оценку вре-
мени LU-разложения алгоритмами из библиотек 
BOOST и Eigen и выбрать наиболее производитель-
ную библиотеку; реализовать алгоритм решения 
СЛАУ за счет блочного LU-разложения с использо-
ванием функций выбранной библиотеки; провести 
ряд вычислительных оценок ускорения многократ-
ного решения СЛАУ и сравнить результаты вычис-
лительных оценок с аналитическими оценками из [6]. 

Сравнение производительности библиотек 
BOOST и Eigen на примере LU-разложения 

Выполнена оценка времени LU-разложения ал-
горитмами, реализованными в библиотеках BOOST 
и Eigen. Для проведения оценок выбран компилятор 
MSVC, позволяющий использовать OpenMP и инст-
рукции SSE2, а также различные виды оптимизации. 
Для корректности оценок вычислительные экспери-
менты выполнены для двух  типов данных: double и 
float. Их основное различие заключается в допусти-
мых значениях и размере в байтах, что может значи-
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тельно повлиять на время вычислений. В вычисли-
тельном эксперименте использовались 4 различные 
конфигурации проекта MSVC для выявления наибо-
лее эффективной (табл. 1). Для проведения вычис-
лительного эксперимента использована рабочая 
станция (РС) с характеристиками: ОС – Microsoft 
Windows 7 Enterprise, ЦПУ – Intel(R) Core(TM) i7 
CPU 970 3.2 GHz, ОЗУ – 24 Гб. 

 

Т а б л и ц а  1  
Используемые конфигурации проекта MSVC 

(+ поддержка включена, – поддержка отключена) 
Конфигурация Оптимизация SSE2 OpenMP 

A + – – 
B – + – 
C – – + 
D + + + 

 

 
Оценено время LU-разложения для порядка 

матрицы N = 1000, 2000, 3000, 4000. Полученные 
оценки для всех конфигураций проекта сведены в 
табл. 3. На рис. 1 для примера приведены зависимо-
сти времени выполнения LU-разложения от порядка 

матрицы СЛАУ для переменных типа float и конфи-
гурации «D». 
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Рис. 1. Зависимости времени LU-разложения от N  
для переменных типа float и конфигурации «D» 

 
Т а б л и ц а  3   

Время решения (с) СЛАУ при использовании алгоритмов LU-разложения из библиотек BOOST и Eigen 
N 

float double Конфигурация ПО 
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000 

BOOST 2,26 18,20 61,56 146,07 2,26 18,44 62,72 148,86 
А 

Eigen 0,68 5,16 17,16 40,25 0,22 1,65 5,41 12,59 
BOOST 32,09 256,53 865,61 2051,50 32,10 256,87 866,47 2054,33 

В 
Eigen 2,59 20,58 68,55 159,67 4,13 32,03 105,75 248,65 

BOOST 31,01 247,84 835,53 1981,10 31,53 252,22 850,94 2016,79 
С 

Eigen 3,58 16,77 47,11 95,35 3,47 15,72 42,62 84,35 
BOOST 2,00 16,14 54,65 129,59 2,25 18,29 62,18 147,64 

D 
Eigen 0,31 0,57 1,17 2,40 0,34 0,96 2,15 4,17 

 
Из табл. 3 видно, что даже для вычислительно 

мощных РС время LU-разложения матриц больших 
порядков может быть довольно существенным. 
Время вычисления с использованием функции биб-
лиотеки Eigen существенно меньше, чем BOOST. 
Так, при использовании только средств оптимизации 
(конфигурация «А»), время библиотеки BOOST в 
3,3–3,6 и 10,3–11,8 раза больше времени библиотеки 
Eigen для типов переменной float и double соответ-
ственно. При поддержке всех инструкций и дирек-
тив (конфигурация «D») отношение времен библио-
тек BOOST и Eigen увеличивается до 6,4–53,9 и 6,6–
35,4 раза для типов переменной float и double соот-
ветственно. Примечательно, что время LU-разложе-
ния имеет слабую зависимость от типа используе-
мой переменной только для алгоритма библиотеки 
BOOST для всех конфигураций, а для алгоритма 
библиотеки Eigen оказывает неоднозначное влияние. 
Эта неоднозначность связана со спецификой обра-
ботки данных математическим сопроцессором (ос-
новной тип переменных – double) и тем, что компи-
ляция оптимального кода для математического со-
процессора является довольно трудной задачей. На-
конец, необходимо отметить, что OpenMP и SSE2 

вносят несущественный вклад в ускорение вычис-
лений. Наиболее существенное влияние на время 
LU-разложения оказывает используемая конфигура-
ция проекта. Так, отключение оптимизации кода 
(конфигурации «B» и «C») приводит к значительно-
му росту затрат времени, который является наиболее 
существенным для библиотеки BOOST. Таким обра-
зом, ключевую роль для минимизации затрат време-
ни на вычисления оказывает оптимизация кода.  

Выявленные преимущества библиотеки Eigen 
говорят о предпочтительности использования ее 
функций для программной реализации алгоритма 
блочного LU-разложения по сравнению с функция-
ми библиотеки BOOST. 

Оценка ускорения многократного решения 
СЛАУ блочным LU-разложением 

Для оценки эффективности блочного LU-раз-
ложения для многократного решения СЛАУ вида (1) 
при вычислении емкостной матрицы в диапазоне 
параметров выполнена программная реализация 
алгоритма блочного LU-разложения с использовани-
ем функций библиотеки Eigen. В вычислительном 
эксперименте использована та же РС. Он выполнен 
на примере матрицы СЛАУ с N = 1000 и ND = 900. 
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Вычислительные оценки ускорения выполнены при 
NCOND = 1, 10 и m = 100, 200, …, 1000. В табл. 4 све-
дены ускорения (отношение времени решения 
СЛАУ последовательного алгоритма LU-разложения 

из библиотеки Eigen и блочного LU-разложения с 
использованием функций библиотеки Eigen) вычис-
лительного эксперимента, а также аналитические 
оценки ускорения блочным LU-разложением из [6]. 

 
Т а б л и ц а  4  

Аналитические и вычислительные оценки ускорения решения СЛАУ за счет использования  
алгоритма блочного LU-разложения для вычисления m емкостных матриц 

m 
NCOND Оценка 

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 
Аналитическая 27,73 49,59 67,26 81,84 94,10 104,52 113,5 121,32 128,18 134,27 

1 
Вычислительная 7,13 14,01 20,09 26,20 30,91 32,33 31,97 36,58 39,21 41,12 
Аналитическая 26,33 44,68 58,20 68,58 76,80 83,47 88,98 93,63 97,58 101,00 

10 
Вычислительная 7,40 14,47 18,07 24,15 29,96 34,74 37,30 42,89 45,65 46,84 

 
Как видно из табл. 4, результаты аналитических 

оценок выше (2–4 раза) вычислительных, но харак-
тер роста ускорения одинаков: с увеличением m воз-
растает и ускорение. Необходимо отметить неодно-
значное влияние количества правых частей NCOND на 
ускорение решения СЛАУ при аналитических и вы-
числительных оценках. Примечательно, что при 
увеличении NCOND от 1 до 10 ускорение, полученное 
аналитически, уменьшается, а при вычислительном 
эксперименте наблюдается обратная зависимость от 
NCOND – ускорение для всех m при NCOND=10 выше, 
чем при NCOND=1. Причины такой зависимости одно-
значно пояснить сложно. Вероятнее всего, это связа-
но с тем, что при реализации алгоритма блочного 
LU-разложения предпочтение отдано матричным 
операциям при нахождении матрицы неизвестных  
(учтено, что в общем случае количество проводни-
ков в системе может быть больше чем 1), в то время 
как при использовании алгоритма из библиотеки 
Eigen каждый вектор неизвестных вычисляется от-
дельно. 

Заключение 
В работе выполнены оценки производительно-

сти двух некоммерческих библиотек линейной ал-
гебры на примере LU-разложения. По результатам 
проведенных оценок выявлено, что время LU-раз-
ложения алгоритмом из библиотеки Eigen в зависи-
мости от типа переменной и конфигурации проекта 
MSVC может быть в 3–53 раза меньше, чем время 
обработки алгоритмом из библиотеки BOOST. По-
этому реализация алгоритма блочного LU-разложе-
ния для многократного решения СЛАУ выполнена с 
использованием функции библиотеки Eigen.  

Сравнение аналитических и вычислительных 
оценок ускорения многократного решения СЛАУ за 
счет блочного LU-разложения показало, что резуль-
таты оценок схожи по характеру зависимости от 
количества точек изменения матрицы СЛАУ m, од-
нако отличаются по характеру зависимости от коли-
чества правых частей NCOND и по значениям. В даль-
нейшем необходимо выполнить более детальные 
оценки ускорения многократного решения СЛАУ 
блочным LU-разложением. Для этого видится необ-
ходимым дополнительно выполнить реализацию 
алгоритма блочного LU-разложения для многократ-
ных вычислений в коммерческом пакете MATLAB и 

сравнить полученные ускорения с ускорениями из 
данной работы. Также целесообразно выполнить 
сравнение полученных результатов с результатами, 
полученными с помощью библиотек, разработанных 
для других языков программирования, например, 
FORTRAN. 

Моделирование методом моментов выполнено 
за счет гранта Российского научного фонда (проект 
№ 14-19-01232) в ТУСУРе. Алгоритм для решения 
СЛАУ разработан при поддержке гранта РФФИ 14-
29-09254. Оценки ускорения выполнены в рамках 
государственного задания № 8.1802.2014/K Ми-
нобрнауки России. 

Авторы благодарят рецензента за ценные заме-
чания, позволившие улучшить качество статьи. 
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Kuksenko S.P., Surovtsev R.S. 
Comparison of the computational and analytical  
evaluations for multiple acceleration of multiple linear 
system solution by block LU-decomposition 
 
The results of the performance evaluation of noncommercial 
linear algebra libraries BOOST and Eigen on example of LU-
decomposition are presented. It is revealed that the Eigen al-
gorithm up to 3–53 times faster depending on variable type 
and Microsoft Visual C++ project configuration. Implementa-
tion of the block LU-decomposition algorithm for the multiple 
linear systems solution using Eigen library functions is carried 
out. The computational evaluations with the earlier analytical 
evaluations are compared. It is shown that the evaluations of 
acceleration are similar in type of the dependence on the num-
ber of solved linear algebraic systems, but differ on values and 
in type of the dependence on the number of right-hand sides. 
Keywords: multiple solution, linear algebraic system, 
BOOST, Eigen, block LU-decomposition, analytical and com-
putational evaluation. 
 

 
 

 


