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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñóáúåêòîâ ýâîëþöèîíèðóþùèõ â îãðàíè÷åííîì  äâóõìåðíîì äèñêðåòíîì  
ïðîñòðàíñòâå ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Äèíàìèêà ñóáúåêòîâ îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íàáîðîì ïðàâèë.  
Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñóáúåêòîâ - âûáîðêà áåç âîçâðàùåíèÿ ñ ðàâíîâåðîÿòíûìè èñõîäàìè.  
Ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî âû÷èñëÿþòñÿ òðàåêòîðèè ñóáúåêòîâ. Ïî òðàåêòîðèÿì âû÷èñëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü  
îáíàðóæèòü ñóáúåêò â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ïî ïîëó÷åííûì âåðîÿòíîñòÿì âû÷èñëÿåòñÿ  
ýíòðîïèÿ ñèñòåìû è ñðàâíèâàåòñÿ ñ ýíòðîïèåé íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.  
 

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ñóáúåêòîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â äâóõìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Êîîðäèíàòû ìîãóò áûòü òîëüêî öåëî÷èñëåííûå. Âðåìÿ äèñêðåòíîå. Äèíàìèêó ñóáúåêòîâ 
ñèñòåìû îïðåäåëèì ïðàâèëàìè. 

Ïðàâèëî 1. Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå êàæäîãî ñóáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç ðàâíî-
ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî â îäíîé è òîé æå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ òîëüêî îäèí ñóáúåêò. Ôàêòè÷åñêè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå – ýòî âûáîðêà áåç âîçâðàùåíèÿ. 
Ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì òî÷åê êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà âûäåëåííîãî äëÿ 
ñèñòåìû. Îáúåì âûáîðêè – ýòî ÷èñëî ñóáúåêòîâ ñèñòåìû. 

Ïðàâèëî 2. Íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùèõ ïðàâèë: 

à) åñëè äëÿ ñóáúåêòà ñ êîîðäèíàòàìè ( , )i ix y  ÷åòûðå áëèæàéøèõ òî÷êè êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà îêàæóòñÿ ñâîáîäíûìè, òî íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç ðîçûãðûøà ÷åòûðåõ ðàâíîâåðî-
ÿòíûõ ñîáûòèé – íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ: âëåâî, âïðàâî, âåðõ, âíèç (ðèñ. 1, à). Àáñîëþòíîå çíà÷åíèå 
ñêîðîñòè ïîñòîÿííîå è ðàâíî åäèíèöå; 

á) åñëè äëÿ ñóáúåêòà ñ êîîðäèíàòàìè ( , )i ix y  îäíà èç áëèæàéøèõ òî÷åê êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà îêàæåòñÿ çàíÿòîé, òî íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç ðîçûãðûøà òðåõ ðàâíîâåðîÿòíûõ 
íàïðàâëåíèé. Íàïðàâëåíèå äâèæåíèå â ñòîðîíó çàíÿòîé òî÷êè èç ðîçûãðûøà èñêëþ÷àåòñÿ  (ðèñ. 1, á); 

â) åñëè äëÿ ñóáúåêòà ñ êîîðäèíàòàìè ( , )i ix y  äâå èç ÷åòûðåõ áëèæàéøèõ òî÷åê êîîðäèíàòíîãî 

ïðîñòðàíñòâà çàíÿòû, òî íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç ðîçûãðûøà äâóõ ðàâíîâåðîÿòíûõ íà-
ïðàâëåíèé. Äâà íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ, â ñòîðîíó çàíÿòûõ òî÷åê êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà èç ðî-
çûãðûøà èñêëþ÷àþòñÿ (ðèñ. 1, â); 

ã) åñëè äëÿ ñóáúåêòà ñ êîîðäèíàòàìè ( , )i ix y  òðè èç ÷åòûðåõ áëèæàéøèõ òî÷åê êîîðäèíàòíîãî 

ïðîñòðàíñòâà çàíÿòû, òî íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì â ñòîðîíó ñâîáîäíîé òî÷êè 
ïðîñòðàíñòâà (ðèñ. 1, ã); 

ä) åñëè çàíÿòû âñå ÷åòûðå ñîñåäíèå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, òî ñêîðîñòü ñóáúåêòà ïîëàãàåì ðàâíûì 
íóëþ;  

å) åñëè ñóáúåêò íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åãî ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ 
îäíîçíà÷íî íàïðàâëåíèåì îò ãðàíèöû âíóòðü.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ðèñ. 1. Ê âû÷èñëåíèþ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ ñóáúåêòà.  
Ñòðåëêè ïîêàçûâàþò âîçìîæíûå  íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè 

 

Ïðàâèëî 3. Çíà÷åíèå êîîðäèíàò ñóáúåêòîâ â ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì: 

( 1) ( ) ( ),

( 1) ( ) ( ),
x

y

x t x t v t

y t y t v t

+ = +
 + = +

 

ãäå ( )xv t  è ( )yv t – êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ñóáúåêòîâ, âû÷èñëåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì 2.  

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðàåêòîðèé ñóáúåêòîâ áûëà ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ 
Ôîðòàí-90. Ðàñ÷åòû, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû â äàííîé ðàáîòå, ïðîâîäèëèñü íà ïåðñîíàëü-
íîì êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Celeron,  òàêòîâîé ÷àñòîé îò 2,4 ÃÃö è ñ îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ 750 Ìá. 

à á â ã 
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Êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ýâîëþöèîíèðóåò ñèñòåìà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé N M×  äèñ-
êðåòíûõ òî÷åê. 

1 min max

1 min max

, 1,2,..., ; , 1,2,..., ,

, ,

, .

i i

N

M

x i N y i M

x x x x

y y y y

= =
= =
= =

 

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ N = M = 10. Âû÷èñëÿëàñü èíôîðìàöèîí-
íàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû èç K ñóáúåêòîâ,  ãäå  k = 1, 2, …, 50.  Âû÷èñëåíèå  ïðîâîäèëèñü ïî ôîðìóëå [1] 

2
1 1

( , ) log ( , )
N N

i j i j
i j

H p x y p x y
= =

= −∑ ∑ . 

Çäåñü ( , )i jp x y – âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñóáúåêòà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè ( , )i jx y . Íà äàííîì 

ýòàïå ïðè âû÷èñëåíèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû ó÷èòûâàëèñü òîëüêî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ – ïðàâèëî 2å.  

Âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñóáúåêòà â òî÷êå ( , )i jx y  êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà âû÷èñëÿëàñü ïî 

òðàåêòîðèè äëèíîé 100000 åäèíèö âðåìåíè. Äëÿ êàæäîãî ñóáúåêòà ïðîñëåæèâàëàñü òðàåêòîðèÿ íà ïðî-
òÿæåíèè âðåìåíè Tmax = 100000 è ôèêñèðîâàëèñü ñîáûòèÿ ïîïàäàíèÿ ñóáúåêòà â êàæäóþ èç êîîðäèíàò 

( , )i jx y . Ïîäñ÷èòûâàëîñü ÷èñëî òàêèõ ñîáûòèé è äåëèëîñü íà Tmax. Ïîëó÷àëè ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà-

÷åíèå ïîïàäàíèÿ ñóáúåêòà â êàæäóþ òî÷êó êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîëó÷åííûå ñðåäíèå çíà÷å-
íèÿ äëÿ êàæäîãî ñóáúåêòà ñêëàäûâàëèñü. Òàê, îïðåäåëÿëàñü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ñóáúåêòà â òî÷-

êå ( , )i jx y  äëÿ îäíîé ðåàëèçàöèè. Çàòåì ðàçûãðûâàëîñü íîâîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, è ïðîöåññ 

âû÷èñëåíèÿ ïîâòîðÿëñÿ. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ k áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò äëÿ 1000 íà÷àëüíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé. Ðåçóëüòàòû âñåõ ýêñïåðèìåíòîâ óñðåäíÿëèñü. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. 
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ýíòðîïèè äëÿ âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ èç ãåíåðàëüíîé 

ñîâîêóïíîñòè 100 ýëåìåíòîâ. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ 
ïî ôîðìóëå 

2
1

100!
( ) log

(100 )! !

k

i

H k
k k=

=
− ⋅∑ . 

 
Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ñóáúåêòîâ âñåãäà ìåíüøå 

ýíòðîïèè ýêñïåðèìåíòà âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ 
çà èñêëþ÷åíèåì âûáîðêè îáúåìîì 1. Íàëè÷èå 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïðàâèë äâèæåíèÿ, èñêëþ-
÷àþùèõ ïåðåìåùåíèå ïî äèàãîíàëè, ïðèâîäèò ê 
òîìó, ÷òî âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïåðåñòà-
þò áûòü ðàâíîâåðîÿòíûìè. Ýíòðîïèÿ òàêîé ñèñ-
òåìû äîëæíà áûòü ìåíüøå ýíòðîïèè ðàâíîâåðîÿò-
íîé âûáîðêè, ÷òî è îòðàæàþò ðåçóëüòàòû ìîäåëè-
ðîâàíèÿ.  

Ðèñ. 2. Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ñóáúåêòîâ è ýíòðîïèÿ 
ýêñïåðèìåíòà âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ 

 
 

Ëèòåðàòóðà 
1. Êîðí Ã., Êîðí Ò. Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ è èíæåíåðîâ. – Ì.: Íàóêà, 1973. 

 
 
 
___________________________________________________________________________________________ 
 
Ôèëèìîíîâ Þðèé Ìèõàéëîâè÷ 
ÃÎÓ ÂÏÎ Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ðàäèîýëåêòðîíèêè 
Ê.ô.-ì.í., äîöåíò êàôåäðû Êîìïëåêñíîé èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì 
Ýë. ïî÷òà: ym@security.tomsk.ru 

 
 
Y.M. Filimonov 
The calculating entropy the system on the basis of simulation dynamics a subjects for method Monte-Carlo 
 
The article represents investigate the system a subjects which evolve in the bounded domain. The region coordinates 
have dimension two are discrete and legal time. The dynamics subjects are determined limited set of rules. The initial 
state is equiprobable sample without replacement. The trajectories subjects are calculated for method Monte-Carlo. 
The acquisition probability is calculated on the basis of result simulation trajectories. This probability is used for cal-
culate the entropy system and compare with entropy the initial state. 


