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Введение 
Принцип повторения является необходимой составляющей процессов обучения и раз-

вития навыков,  координации работ и коррекции поведения людей,  формирования корпо-
ративной культуры организации и проведения организационных изменений. 

Первые результаты изучения эффективности этого принципа были получены немец-
ким  психологом  Германом  Эббингаузом  при проведении экспериментальных исследова-
ний памяти в 1885 г. Он обнаружил зависимость характеристик запомненной информа-
ции от времени и количества повторений и ввел понятия кривых обучения и забывания 
[1–3]. Впоследствии идеи Эббингауза стали базой для развития методов освоения новой 
информации и контроля остаточных знаний [4-9]. В статье [10],  со ссылкой на работу 
[11],  рассказывается о применении этих идей для оценки влияния квалификации персо-
нала на рост производительности труда и снижение затрат на единицу продукции в про-
мышленности. Сообщается,  что повторение операций любой сложности приводит к со-
кращению времени их выполнения и повышению качества работы. С приобретением  
опыта люди быстрее принимают решения и при этом  совершают меньше ошибок. Это от-
носится ко всем  сотрудникам,  специалистам  и менеджерам,  а не только к тем,  кто не-
посредственно участвует в производстве. В статьях [7,  12] говорится о возможности при-
менения обнаруженных закономерностей при планировании рекламных кампаний. 

Для выполнения расчетов,  связанных с разработкой процессов управления памятью и 
влияния на поведение людей,  экспериментальные данные должны быть сглажены анали-
тическими зависимостями. История попыток психологов найти подходящие математиче-
ские модели отражена в обзорах [13,  14]. Из более сотни предложенных форм  зависимо-
стей к двум  наиболее популярным  вариантам  можно отнести примеры экспоненци-
альной и степенной функций,  изображенных на рис. 1 и 2. 

 

 
Рис. 1. Экспоненциальная форма кривой забывания Эббингауза с ненулевой асимптотой 

Сглаживание экспериментальных кривых забывания степенными функциями было 
предложено в 1974 г. в работе Виккелгрена [15]. Впоследствии было обнаружено,  что та-
кое приближение позволяет не только аппроксимировать экспериментальные данные,  но 
и предсказывать (прогнозировать) их поведение [16–18]. 

Теперь заметим,  что во всех упомянутых выше работах форма кривых забывания не 
выводится,  а предполагается. При таком  подходе несколько кривых с принципиально 
различными свойствами,  но согласованных с экспериментом  по методу наименьших 
квадратов,  могут быть признаны годными. Примером  подобной ситуации могут быть 
кривые,  приведенные на рис. 1 и 2. Обе кривые выдерживают стандартную проверку на 
адекватность,  хотя первая соответствует предположению,  что остаточный след от «запи-
санной» в памяти информации может храниться сколь угодно долго,  а вторая отвечает 
гипотезе о возможности его полного разрушения.  
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Рис. 2. Степенная форма кривой Эббингауза 

 
Ниже разрабатывается вероятностная модель принципа повторений и выводится фор-

мула обобщенной функции забывания,  сформированной в результате произвольного чис-
ла циклов обучения.  

Исходные формулы 
Для определенности представим,  что речь идет о развитии навыков принятия реше-

ний некоторым  исполнителем. При этом  отметим,  что в зависимости от контекста под 
исполнителем  можно подразумевать и некоторую команду,  и отдельного сотрудника,  и 
учащегося,  а под принятием  решений – осуществление выбора,  например выбора плана 
действий,  репертуара поведения,  варианта ответа на поставленный вопрос. 

Пусть в этом  случае имеется N  возможных вариантов решений, из которых некото-

рый учитель (наставник, менеджер, инструктор) выбирает решения r  с вероятностями r , 

а необученный исполнитель (сотрудник, ученик) – решения s  с вероятностями s ; 

, 1,r s N . В дальнейшем  распределение r  будем  рассматривать как вероятностную ха-

рактеристику поведения, которому учитель обучает ученика, а s  – как характеристику 

его начального, необученного поведения. 
При совместном  рассмотрении пар ( , )r s  будем  считать, что в случае успешного обу-

чения исполнителя решения r  и s  начинают совпадать. Эту ситуацию обозначим  0H .  

В альтернативном  случае, который обозначим  1H  решения r  и s  будем  считать незави-

симыми.  
В этих предположениях условные двумерные распределения вероятностей ( , | )iP r s H  

рассматриваемых пар ( , )r s  можно записать в виде следующих выражений: 

0
, если ;

( , | )
0, если ;

r
r rs

s r
P r s H

s r
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0( , | ) .r rsP r s H     (2) 

Чтобы отобразить неопределенность возникновения ситуаций 0 1,H H ,  введем  вероят-

ности 

0( ) ,P H     1( ) 1 .P H         (3) 

Безусловное двумерное распределение ( , )P r s , вычисляемое по формуле полной 

вероятности 
1

0( , ) ( , | ) ( )i iiP r s P r s H P H  , с учетом  введенных обозначений и выражений 

(1)–(3) может быть представлено формулой  
 

( , ) ( (1 )).r rs sP r s        (4) 

Суммирование распределения (4) по всем  возможным  значениям  r  позволяет полу-
чить выражение для одномерного распределения ( )P s  и представить его в виде  

( ) (1 ).s sP s       (5) 

Распределение (5) характеризует новое, «обученное» поведение исполнителя, прини-

мающего решения s  с учетом  указаний учителя. При успешном  усвоении указаний,  
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т.е. при 1  ,  новое поведение ( )P s  совпадает с рекомендуемым  поведением: ( ) sP s   .   

В случае плохого усвоения,  т.е. при 0  , поведение исполнителя остается необученным: 

имеет место равенство ( ) sP s   . 

Если циклы обучения и исполнения разнесены во времени, то это можно отразить 
представлением  формулы (5) в виде 

1 2 1 2 1 2( ; , ) ( , ) (1 ( , ))s sP s t t t t t t     , (6) 

где вероятность 1 2( , )t t  характеризует степень усвоения указаний учителя, полученных в 

момент времени 1t  и их сохранения до момента применения 2t . 

Теперь представим, что циклы обучения повторяются. Для удобства получения даль-
нейших выводов перепишем  (6) в виде  

1 1 0 1( , ) ( ) ( )(1 ( ))sP s P s        , (7) 

где 0 ( ) sP s    – характеристика начального поведения исполнителя; 1( , )P s   –характерис-

тика его поведения в точке 1t    после первого цикла обучения; 1 1 1( ) ( , )t t       – сте-

пень усвоения и сохранения опыта, полученного в первом  цикле обучения, через время   

после момента 1t  его завершения. 

Из (7) видно, что в случае успешного усвоения и сохранения опыта, т.е. при 1( ) 1    

обученное поведение 1( ; )P s   совпадает с рекомендуемым  поведением r . В случае 

неусвоения или несохранения опыта, т.е. при 1( ) 0    поведение остается необученным: 

1 0( ; ) ( )P s P s  . 

Результат второго цикла обучения, завершенного в момент времени 2t , в точке 2t    

может быть представлен формулой  

2 2 1 1 2( , ) ( ) ( ; )(1 ( ))sP s P s          (8) 

которая от (7) отличается тем, что здесь характеристика необученного начального пове-
дения 0( )P s  заменена на результат первого цикла обучения 1 1( ; )P s   в точке 2 1 1t t   ,  а 

вероятность 1( )  – на 2( )  , где 2 2 2( ) ( , )t t        

Далее по аналогии с (7) и (8) для k - го цикла можно записать 

1 1( ; ) ( ) ( ; )(1 ( ))k s k k k kP s P s           (9) 

где л ( ) ( , )k kt t      , а 1 1( ; )k kP s   – результат ( 1)k  -го цикла обучения в точке 

1 1k k kt t     . 

Заметим, что функции ( )k    при разных k  могут отличаться, но смысл их от этого не 

меняется: они представляют собой вероятности усвоения и сохранения новой информации, 
полученной исполнителем  в k -м  цикле изучения рекомендуемого поведения s .  

Записывая на основе формул (7)–(9) соответствующие выражения для 

1 1 2 2 1 1( ; ),..., ( ; ), ( ; )k kP s P s P s    , а именно: 

1 1 1 1 2 2 1 1( ; ) ( ) ( ; )(1 ( ))k k s k k k k k kP s P s                ; 

…… 

2 2 2 2 1 1 2 2( ; ) ( ) ( ; )(1 ( ))sP s P s         ; 

1 1 1 1 0 1 1( ; ) ( ) ( )(1 ( ))sP s P s        , 

и подставляя их затем  последовательно в (9), по индукции для 1k  ,  получаем: 
1 1

0
1 1

( ; ) 1 (1 ( )) (1 ( )) ( )(1 ( )) (1 ( ))
k k

k s k i i k i i
i i

P s P s
 

 

 
              

 
   (10) 

Из формулы (10) видно, что повторение циклов обучения может привести к следую-
щим  результатам: 

– при ненулевых вероятностях ( )i i  ,  т.е. при ( ) 0i i   , произведение 
1
1 (1 ( ))

k
i ii


    

с увеличением  k  монотонно убывает, и характеристики обученного поведения ( ; )kP s   схо-

дятся к характеристикам  рекомендуемого поведения s . Математически это отражается 

формулой lim ( ; )k k sP s    ; 
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– при нулевых вероятностях ( )i   во всех циклах обучения, т.е. при ( ) 0; 1,i i k    , 

для любых k  получаем  0( ; ) ( )kP s P s  . Это означает, что при любом  числе повторений 

поведение исполнителя остается необученным. 
Первый случай хорошо согласуется с принципом  «повторение – мать учения»,  а вто-

рой можно проиллюстрировать известным  примером  с часами: мы тысячи раз смотрим  
на циферблат,  чтобы узнать время,  но если вдруг потребуется, не можем  вспомнить дета-
лей его оформления. 

Функция забывания 
Введем  функцию 

1

1

( ) 1 (1 ( )) (1 ( ))
k

k k i i
i

R



       ,  1k  ,  (11) 

и заметим, что с ее учетом  формула (10) может быть переписана в виде  

0( ; ) ( ) ( )(1 ( ))k s k kP s R P s R       ,  1k  .  (12) 

Из структуры выражения (12) видно, что при всех 1k   функция ( )kR   имеет смысл 

вероятности того,  что в течение времени   после завершения k -го цикла обучения опыт, 

накопленный исполнителем  за время 1kt t ,  сохраняется. Зависимость этой вероятности 

от величины интервала   принято называть функцией забывания (см. [1–3]). Формулу 
(11) можно распространить и на случай 1k  . Для этого,  как следует из сравнения вы-

ражений (7) и (12),  надо принять 1 1( ) ( )R     .  

Из учебников и публикаций,  связанных с исследованием  процессов запоминания и 
извлечения информации из памяти человека,  известно,  что без специальных методов 
усиления и удержания новых следов информации в памяти они быстро стираются [1–5]. 
На основе этого, не вдаваясь пока в детали,  будем  считать, что все частные функции за-

бывания новой информации ( ), 1,i i k   ,  обладают свойствами ( ) 1, ( ) 0i i      .   

С учетом  сделанных замечаний формулу обобщенной функции забывания (11), сфор-
мированной в результате k  циклов обучения, можно преобразовать к виду (13): 

( ) (1 ) ( )k k k kR a a      ,  1k    (13) 

где параметр ka  определяется как предел lim ( )k ka R  , характеризует остаточный 

уровень сохранившейся информации, при 1k   принимает значение 1 0a  , а при 1k   

может быть вычислен по формуле (14): 
1

1

1 (1 ( ))
k

k i i
i

a



    ,  1k  .  (14) 

Отсюда следует вывод,  что повторение циклов обучения должно приводить к появле-

нию ненулевой асимптоты (14) у функции забывания. Это соответствует представлениям  
некоторых психологов о том,  что однажды запомненная информация из памяти никогда 
не исчезает. Проблема лишь в том,  чтобы ее отыскать и извлечь [16,  19]. 

Влияние интервалов между повторениями 
По данным  Эббингауза и его последователей важным  для эффективности заучивания 

информации является не только количество повторений,  или повторных презентаций,  но 
и распределение их во времени. Например,  Пьерон, экспериментировавший с заучивани-
ем  цифровых рядов,  обнаружил,  что для достижения одного и того же уровня запоми-
нания при интервалах в полчаса требуется одиннадцать повторений,  в два часа – семь с 
половиной повторений, пять часов – шесть повторений, восемнадцать часов – четыре по-
вторения с половиной [2]. Этой зависимости соответствует график, изображенный на 

рис. 3. Его аналитический вид определяется формулой 0,26217,127(1 10 )  ,  которая так-
же отражена на рис. 3. 

График, изображенный на рис. 4, построен на основе данных Пьерона, приведенных на 
рис. 3, и формулы (14) для случая высокого уровня сохранения информации, 0,95ka   и 

одинаковых функциях забывания новой информации ( ) ( )i i     на интервалах i     

при любых 1,( 1)i k  . 
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Рис. 3. Зависимость количества повторений от интервала между презентациями 

 

 
Рис. 4. Значения функций забывания ( )  ,  найденные из соотношения (14) с учетом данных  

Пьерона, приведенных на рис. 3, и условия 0,95ka  , при разных значениях   

 

Важно отметить, что расчетные значения функции ( )  , приведенные на Рис. 4, при-

надлежат не одной, а нескольким  кривым  забывания  1R  , как показано на рис. 5. При 

этом  обнаруживается, что с увеличением  интервалов между учебными презентациями 
скорость стирания запомненной информации уменьшается. Подобная закономерность ра-
нее обнаружена и описана в работах [16,  17]. Авторы этих работ называют ее пространст-
венным  эффектом  и объясняют физиологическими процессами консолидации памяти, не-
обходимостью образования устойчивых связей между запомненными образами и 
превращения их в систему: неглубокие следы быстрей стираются, а информация, оставив-
шая в долговременной памяти глубокий след, стирается не только дольше, но и с меньшей 
скоростью (закон Йоста [17]). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5. Семейство кривых забывания  1R   соответствующих разным интервалам ∆: 

1 – 0,5 ч; 2 – 2,0 ч; 3 – 6,0 ч; 4 – 18 ч 

Авторы работы [20],  также исследовавшие влияние пространственного эффекта на 
поведение кривых забывания,  делают вывод о нецелесообразности слишком  частых по-
вторений изучаемых материалов. К такому же выводу можно,  казалось бы,  прийти и на 
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основе данных,  приведенных на рис. 3,  хотя они отражают эксперименты с многократ-
ными повторениями,  а результаты работ [16,  17,  20] основаны на экспериментах с раз-
несенными во времени парами учебных презентаций. Однако если нас интересует не ко-
личество повторов,  а общее время усвоения материала,  то может оказаться более 
выгодным  выбрать интенсивный вариант и добиться желаемого результата за несколько 
часов вместо нескольких дней. 

Заключение 
Из работ Колба и его последователей известно,  что каждый человек склонен в той 

или иной мере учиться на собственных ошибках,  на осмыслении опыта других людей,  
на обобщении и развитии накопленных знаний и на проверке новых идей. При этом  
предпочитаемые стили обучения могут существенно отличаться [21]. В частности,  поэто-
му люди усваивают информацию и приобретают навыки с разной глубиной и разной ско-
ростью. Применительно к анализу поведения кривых забывания это означает,  что фор-
мулы,  полученные при сглаживании экспериментальных данных,  с одной стороны,  
могут помочь выявить некоторые общие закономерности типа степенного закона забыва-
ния информации [18] или пространственного эффекта [20],  а с другой – зависеть от кон-
кретных условий эксперимента,  изучаемой информации или навыков и индивидуальных 
особенностей испытуемого. 

Структура формул (13),  (14),  полученных без конкретизации характеристик обучае-
мого,  является инвариантной относительно этих характеристик. При их выводе получено,  
что независимо от условий эксперимента повторные презентации изучаемой информации 
приводят к появлению ненулевых асимптот функций забывания. Формула (14) оказалась 
также полезной при новой интерпретации данных о влиянии частоты и количества повто-
рений на процессы сохранения запомненной информации. 
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Probabilistic model of recurrences 
 
The probabilistic model of a  principle of recurrences is deduced and the formula  of the generalized for-
getting  function for any number of cycles of training  is derived. 
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