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ÓÄÊ 004.67

В.А. Толстунов,  П.В. Степанец

Нелинейный усредняющий фильтр
с экспоненциальным преобразованием

Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì öèôðîâîãî ñãëàæèâàþùåãî ôèëüòðà ñî ñêîëüçÿùèì îêíîì,  èñ-
ïîëüçóþùèé ýêñïîíåíöèàëüíóþ îáðàáîòêó âõîäíûõ çíà÷åíèé ñèãíàëà. Ïðåäëîæåííûé
àëãîðèòì èññëåäóåòñÿ àíàëèòè÷åñêè â ñëó÷àå,  êîãäà ìåøàþùèé øóì ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
ãàóññîâñêîé è èìïóëüñíîé ïîìåõ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû öèôðîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðà-
áîòû äàííîãî ôèëüòðà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôèëüòð,  ìåøàþùèé øóì,  îöåíêà ïàðàìåòðîâ,  ïîãðåøíîñòü ôèëüò-
ðàöèè,  öèôðîâîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ââåäåíèå
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ öèôðîâîãî ôèëüòðà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äåòåðìèíèðî-

âàííîãî îäíîìåðíîãî ñèãíàëà,  èñêàæåííîãî íàëè÷èåì àääèòèâíûõ ïîìåõ.
Ïðè ðåøåíèè â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ýòîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ òàêàÿ âû÷èñëèòåëü-

íàÿ ïðîöåäóðà,  êîòîðàÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà â âûáðàííîé òî÷êå ó÷èòûâàåò òàêæå
çíà÷åíèÿ ñèãíàëà èç çàäàííîé îêðåñòíîñòè èñõîäíîé òî÷êè. Äàííóþ îêðåñòíîñòü îáû÷íî
íàçûâàþò àïåðòóðîé ôèëüòðà èëè ìàñêîé. Â ÷àñòíîñòè,  â êà÷åñòâå âûõîäíîãî ñèãíàëà
ôèëüòðà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðîå ñðåäíåå çíà÷åíèå âõîäíûõ îòñ÷åòîâ ñèãíàëà èç
àïåðòóðû [1,  2].

Áîëüøîå ðàçâèòèå ïîëó÷èë ïîäõîä [1,  2],  êîãäà ôèëüòð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëèíåé-
íàÿ ñèñòåìà,  äëÿ êîòîðîé,  ñîãëàñíî çàäàííîìó êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè,  íàõîäèòñÿ ÷àñ-
òîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà. ×àñòîòíûå ôèëüòðû íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå íå òîëüêî äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ïîëåçíûõ ñèãíàëîâ ïðè íàëè÷èè àääèòèâíûõ ïîìåõ,  íî è äëÿ óñòðàíåíèÿ
òàêèõ èñêàæåíèé,  êîòîðûå ïðèâîäÿò,  â ÷àñòíîñòè,  ê «ñìàçó» ïîëåçíîãî ñèãíàëà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà,  çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âûõîä-
íîãî ñèãíàëà ôèëüòðà  ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàäà÷à îöåíêè íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ.

Ïîëó÷åíèå è àíàëèç àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè
Ïóñòü íà âõîä ôèëüòðà ñ äëèíîé àïåðòóðû 1n +  ïîñòóïàþò äèñêðåòíûå ñèãíàëû

i i ix s n= + , i = 1,  2,  …,  ãäå ( )i is s t=  – îòñ÷åòû ïîëåçíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî ñèãíàëà,

( )i in n t=  – îòñ÷åòû ìåøàþùåãî øóìà. Áóäåì ïîëàãàòü,  ÷òî â ïðåäåëàõ àïåðòóðû ôèëüòðà

çíà÷åíèÿ ïîëåçíîãî ñèãíàëà is  ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îïðàâäàíî,

ïî êðàéíåé ìåðå,   ïðè âûñîêîé ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëà ( )x t  è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ

àïåðòóðû. Òîãäà i k ix s n= + , ( )/2,..., ,..., /2i k n k k nÎ - + .

Ïî çíà÷åíèÿì âõîäíîãî ñèãíàëà èç àïåðòóðû /2 /2( ,..., ,..., )k n k k nx x x- +  áóäåì îïðåäå-

ëÿòü  çíà÷åíèå âûõîäà ôèëüòðà ky ,  êîòîðîå ðàññìàòðèâàåì êàê ñòàòèñòè÷åñêóþ îöåíêó

íåèçâåñòíîãî ïîëåçíîãî ñèãíàëà ks . Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå èñõîäíîé âûáîðêè âîçüìåì âåê-

òîð /2 /2( ( ),..., ( ),..., ( )),k n k k nf x f x f x- + ãäå ( )f x  – íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ,  êîòîðàÿ  áóäåò îïðåäåëÿòü õàðàêòåð íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè.
Èñïîëüçóÿ ïîäõîä ñòàòèñòè÷åñêîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,  îòëè÷èå âûõîäíîãî

ñèãíàëà ky  îò çíà÷åíèé ix  èç àïåðòóðû áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü âåëè÷èíîé
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Âûáåðåì äëÿ ( )f x  ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü âèäà

( ) ( )expf x x= -a , a const 0= > .

Òîãäà èç (2) äëÿ âûõîäà ôèëüòðà áóäåì èìåòü

( )
/2

/2

1 1
ln exp

1

k n

k i
i k n

y x
n

+

= -

æ ö
ç ÷= - -a
ç ÷a +è ø

å .  (3)

Ðàññìîòðèì ñãëàæèâàþùèå ñâîéñòâà ôèëüòðà (3). Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðåæäå çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñèãíàëà (3). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëà-
ãàòü,  ÷òî ìåøàþùèé øóì ( )n t  ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ñìåñüþ íåçàâèñèìûõ ñòàöèîíàðíîé

ãàóññîâñêîé ( )tx  è èìïóëüñíîé ( )th  ïîìåõ.  Ïðè  ýòîì  ñ÷èòàåì,   ÷òî ( )tx  èìååò íóëåâîå

ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ 2s ,  à ( )th  ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ: 0, 0A >  ñ âåðîÿòíî-

ñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî p , 1q p= - .

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè [3],  äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âõîäíîãî ñèãíàëà xi ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ìîäåëè âõîäíîãî ñèãíà-
ëà  ìîæíî ïîëó÷èòü

( ) ( ) ( )2 2

2 2

1
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i ix s x s A
p x p q

æ öì ü ì ü- - -ï ï ï ïç ÷= - + -í ý í ýç ÷ps s sï ï ï ïî þ î þè ø

, ( ),xÎ -¥ ¥ . (4)

Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé [3] ïîëàãàåì,  ÷òî ïðè
1n >>  ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
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Çíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (5),  ìîæíî ïî èçâåñòíûì [3] ñîîòíîøåíèÿì íàéòè ïëîò-

íîñòü âåðîÿòíîñòåé âûõîäíîãî ñèãíàëà
1

lnk ky Z= -
a

( ) ( )22

1
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2 2
k

k k

x x
yp x e e m-a -aæ öa

= - -ç ÷ç ÷ps sè ø
, ( ),xÎ -¥ ¥ .                             (6)

Äëÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ( )k kM Z m= , ( ) 2
k kD Z = s ,  èñïîëüçóÿ (4),  ïðè 1A >> ,

p q>  ìîæíî ïîëó÷èòü

2 2

2
k

skm pe e
a s

-a= , (7)

2
ks =

2 2 2 22 21
1

1
skpe e pe

n
- a a s -a sæ ö-ç ÷+ è ø

, (8)

( )
2 21

1
k

k
e p

m n p
a ss æ ö= -ç ÷+ è ø

. (9)

Ñîãëàñíî (9)  ïðè 1n >> , 2 1s << , 0 1p<< £   ìîæíî ñ÷èòàòü,  ÷òî

1k

km
s

<< . (10)

Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñèãíàëà íà âûõîäå ôèëüòðà. Èñïîëü-
çóÿ (6),  áóäåì èìåòü
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-a -aæ öa
= - -ç ÷ç ÷ps sè ø

ò , (11)

( ) ( ) ( )( )22
k k kD y M y M y= - . (12)

Èç (11),  (12) ïðè óñëîâèè (10) ìîæíî ïîëó÷èòü

( )
2

1 1
ln

2
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k k
k

M y m
m

æ ös
= - - ç ÷a a è ø

, (13)

( )
2

2

1
lnk

k k
k

D y m
m

æ ös
= - ç ÷

a è ø
. (14)

Èñïîëüçóÿ òåïåðü (7),  (8),  äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè âûõîäà ôèëüòðà
íàõîäèì ïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ

( ) ( )
2 2 21 1 1

ln 1
2 2 1

k kM y s p e
n p

a sæ ös
= - -a - -ç ÷a a + è ø

, (15)

( )
( )

2 2

2

2 21 1
1 ln

21
k kD y e s p

pn

a s æ öæ ö a s
= - a - -ç ÷ç ÷ç ÷a + è øè ø

. (16)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ôîðìóë (15),  (16).

1. 2 0s = , 1p = ,  ò.å. âî âõîäíîì ñèãíàëå øóìû îòñóòñòâóþò. Òîãäà

2( 0,kM y s = 1) kp s= = , 2( ) 0,kD y s = 1 0p = = ,

÷òî åñòåñòâåííî îæèäàòü.

2. 2 0s = , 0 1p£ < – íà ïîëåçíûé ñèãíàë âîçäåéñòâóåò òîëüêî èìïóëüñíûé øóì. Òîãäà

2( 0,kM y s = 1)p <
( )

1 1
ln

2 1
k

q
s p

n p
= - -

a a +
,

2( ) 0,kD y s = 1)p <
( )

( )
2

1
ln

1
k

q
s p

p n
= a -

a +
.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âèäíî,  ÷òî íàëè÷èå èìïóëüñíîãî øóìà ïðèâîäèò ê ñäâèãó è ðàçáðî-
ñó âûõîäíîãî ñèãíàëà ôèëüòðà îòíîñèòåëüíî ïîëåçíîãî ks .  Âìåñòå  ñ  òåì  âëèÿíèå  èì-

ïóëüñíîãî øóìà ìîæíî îñëàáèòü çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè ôèëüòðà a ,
òàê êàê ïðè 0p ¹

2( 0,kM y s = 1)p < ksa®¥
¾¾¾® , ( )2 0, 1kD y ps = < 0

a®¥
¾¾¾® .

3. 2 0, 1ps ¹ =  – íà ïîëåçíûé ñèãíàë âîçäåéñòâóåò òîëüêî ãàóññîâñêèé øóì. Òîãäà

2( 0,kM y s ¹ 1)p <
( )

2 2 21
1

2 2 1
ks e

n
a ss æ ö= -a - -ç ÷a + è ø

,

2( ) 0,kD y s ¹ 1)p <
( )

2 2

2

2 21
1

21
ke s

n
a s æ öa sæ ö- a -ç ÷ç ÷ç ÷è øa + è ø

.

Èç ïîñëåäíèõ ôîðìóë âèäíî,  ÷òî íàëè÷èå ãàóññîâñêîãî øóìà òîæå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
ñäâèãà è ðàçáðîñà âûõîäà ôèëüòðà îòíîñèòåëüíî ks ,  êîòîðûå òåì áîëüøå,  ÷åì áîëüøå

äèñïåðñèÿ 2s . Ýòî âëèÿíèå ãàóññîâñêîãî øóìà ìîæíî îñëàáèòü çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ïàðà-
ìåòðà a .

Äåéñòâèòåëüíî,  òàê êàê

2 2
1

0
0

ea s -
¾¾¾¾®
a®a

,

2 2

2
2

1

0

ea s -
¾¾¾¾®s
a®a

,  òî

2( 0,kM y s ¹ 1)p =
0 ks¾¾¾¾®

a®
, 2( ) 0,kD y s ¹ 1)p = 0

0
¾¾¾¾®
a®

.

Îòìåòèì òàêæå,  ÷òî ïðè 1a <<  ôèëüòð (3) áëèçîê ê ëèíåéíîìó ôèëüòðó ñêîëüçÿùåãî
óñðåäíåíèÿ.
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Ìîäåëèðîâàíèå
Ôèëüòð (3) áûë ïðîìîäåëèðîâàí ÷èñëåííî â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Matlab 6.5. Â

êà÷åñòâå òåñòîâîãî ñèãíàëà áûë âûáðàí ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ ñ âûñîòîé ñòóïåíüêè 0,5,
íà êîòîðûé àääèòèâíî íàíîñèëèñü ñìîäåëèðîâàííûå ÷èñëåííî ãàóññîâñêèé è èìïóëüñíûé
øóìû. Ãàóññîâñêèé øóì èìåë íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ 2 0,01s = ,

à èìïóëüñíûé øóì ìîã ïðèíèìàòü îäíî èç çíà÷åíèé: 0, 0A >  ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîîòâåòñò-

âåííî p , 1 p- . Ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè õàðàêòåðèçîâàëñÿ ïîãðåøíîñòüþ 2

1

1
( )

N

k k
k

R y s
N =

= -å ,

ãäå N  – ÷èñëî îòñ÷åòîâ òåñòîâîãî ñèãíàëà.
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ,  íà êîòîðûé íàëîæåí èìïóëüñíûé øóì ñ

ïàðàìåòðàìè 0,6p = , 0,5A = . Ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå R çàøóìëåííîãî ñèãíàëà

îò òåñòîâîãî ñîñòàâèëî 0,1175. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ,  íà êîòîðûé
íàëîæåí ãàóññîâñêèé øóì ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé

2 0,01s = . Ïðè ýòîì  îòêëîíåíèå R çàøóìëåííîãî ñèãíàëà îò òåñòîâîãî ñîñòàâèëî 0,0078.
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Íà ðèñ. 3 è 4 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ïîäàâëåíèÿ èìïóëüñíîãî øóìà ñîîòâåòñòâåííî
ôèëüòðîì (3) è ìåäèàííûì ôèëüòðîì.
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Ðèñ. 3. Ïîäàâëåíèå èìïóëüñíîãî øóìà ôèëüòðîì
(3) ïðè 1 5n + = , 70a = , 0,0094R =

Îòñ÷åòû ñèãíàëà

Ðèñ. 4. Ïîäàâëåíèå èìïóëüñíîãî øóìà ìåäè-
àííûì ôèëüòðîì ïðè 1 5n + = , 0,1075R =

Íà ðèñ. 5 è 6 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ïîäàâëåíèÿ ãàóññîâñêîãî øóìà ôèëüòðîì (3) è
ìåäèàííûì ôèëüòðîì.
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Ðèñ. 5. Ïîäàâëåíèå ãàóññîâñêîãî øóìà ôèëüò-
ðîì (3) ïðè 1 3n + = , 1a = , 0,0035R =

Îòñ÷åòû ñèãíàëà

Ðèñ. 6. Ïîäàâëåíèå ãàóññîâñêîãî  øóìà ìåäè-
àííûì ôèëüòðîì ïðè 1 3n + = , 0,0054R =

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ðèñóíêîâ,  èññëåäóåìûé ôèëüòð ëó÷øå,  ÷åì ìåäèàííûé
ïîäàâëÿåò îáà âèäà ìåøàþùèõ øóìîâ,   ïðè÷åì ïðè ôèëüòðàöèè èìïóëüñíîãî øóìà åãî
ïðåèìóùåñòâî ñóùåñòâåííî. Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî  òàêæå,  ÷òî ïðè ìàëîé âåðîÿòíîñòè
ïîÿâëåíèÿ èìïóëüñíîãî øóìà ñãëàæèâàþùèå ñâîéñòâà îáîèõ ôèëüòðîâ áëèçêè. Â ñëó÷àå,
êîãäà èìïóëüñíûé øóì èìååò îòðèöàòåëüíóþ àìïëèòóäó äëÿ ïàðàìåòðà a  ôèëüòðà (3),
ñëåäóåò âûáèðàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì,  èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòå ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ öèôðîâîãî ôèëüòðà

ïîçâîëèë ïîëó÷èòü àëãîðèòì ñ õîðîøèìè ñãëàæèâàþùèìè ñâîéñòâàìè. Ýòîò àëãîðèòì
äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ è ìîæåò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàí äëÿ îáðàáîòêè èçîáðà-
æåíèé.
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V.A. Tolstunov,  P.V. Stepanets
Nonlinear averaging filter on the basis of exponential transformation

The algorithm of digital smoothing filter with slithering window is offered,  which uses exponential
processing of input values of the signal. The offered algorithm is analyzed analytically when
disturbing noise is an amount of the normal and pulsed components. The results of digital modeling of
the given filter are shown.
Keywords: filter,  disturbing noise,  estimation,  inaccuracy of filtering,  digital modeling.
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