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В середине 80-х годов XX в. резко повысился интерес к исследованию сложных электромаг-

нитных сред. На начальном этапе внимание специалистов сосредоточилось на киральных и некото-
рых бианизотропных материалах с целью их потенциального использования на сверхвысоких час-
тотах в антенно-фидерных устройствах, в радиолокации и других приложениях. В начале 2000-х 
годов началось и по настоящее время активно продолжается изучение метаматериалов – электро-
магнитных и оптических искусственных сред со значениями материальных параметров, обычно не 
встречающихся в природе и ранее не реализованных в эксперименте (включая отрицательные зна-
чения диэлектрической и магнитной проницаемостей). Появление метаматериалов с обратными 
нормальными волнами и отрицательным преломлением стимулировало поиск новых необычных 
устройств наподобие плоской линзы Веселаго–Пендри и способствовало появлению трансформаци-
онной оптики – нового направления исследований в оптике и радиофизике [1]. Киральные материа-
лы являются естественным подклассом метаматериалов и в настоящее время также интенсивно изу-
чаются, принимая во внимание расширенный диапазон изменения материальных параметров. 

Материальные уравнения, параметры и инварианты киральной среды. При описании 
электромагнитных волновых полей в материальных средах уравнения Максвелла должны рассмат-
риваться совместно с материальными уравнениями – соотношениями, которые определяют зависи-
мости между индукциями D , B  и напряженностями E , H  электрического и магнитного полей. 
Взаимная изотропная киральная среда (другие названия: «биизотропная среда», «среда Пастера», 
«оптически активная среда») характеризуется в дополнение к диэлектрической и магнитной прони-
цаемостям третьей материальной величиной – параметром киральности, который обеспечивает пе-
рекрёстную (магнитоэлектрическую) связь векторов электромагнитного поля. В макроскопической 
электродинамике киральных сред со слабой пространственной дисперсией традиционно применя-
ются несколько систем симметричных материальных уравнений. Уравнения Кондона 

 ,   ,g g
t t

∂ ∂
= ε − =μ +

∂ ∂
H ED E B H  (1) 

симметричную форму которым придал Сильверман [2], для монохроматического поля с круговой 
частотой ω  и временным фактором ( )exp i t− ω переходят в уравнения Теллегена [3] 
 ,   i i= ε + κ =μ − κD E H B H E . (2) 
Уравнения Друде–Борна–Фёдорова [4] 
 ( ) ( ),   = ε +β∇× =μ +β∇×D E E B H H  (3) 
явно указывают на пространственную дисперсию киральной среды. Дополненные однородными 
уравнениями Максвелла, они приобретают линейную форму относительно векторов поля наподобие 
уравнений (2), (4). Однако при наличии сторонних источников уравнения (3) должны быть модифи-
цированы [5]. Уравнения Поста [6] 
 1,   c ci i−= ε + ξ =μ + ξD E B H B E  (4) 
содержат в правых частях только силовые векторы. В формулах (1)–(4) символами ε  и μ  обозначе-
ны соответственно диэлектрическая и магнитная проницаемости, остальные греческие символы 
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обозначают параметр магнитоэлектрической связи (параметр киральности) в соответствующей сис-
теме уравнений. Вследствие линейности материальных уравнений существуют достаточно простые 
соотношения взаимосвязи между материальными параметрами указанных систем, которые неодно-
кратно рассматривались [7–11]. Всё же многообразие материальных параметров для описания одной 
и той же среды затрудняет сопоставление результатов исследований и приводит иногда к недоразу-
мениям. Например, ошибочно указывалось на кажущуюся неэквивалентность представлений Поста 
и Друде–Борна–Федорова [12].  

В эпоху метаматериалов вопрос о сопоставлении параметров киральных сред приобретает до-
полнительную актуальность в связи с новым взглядом на диапазон допустимых значений матери-
альных параметров. К рассмотрению допускаются среды с одной или двумя отрицательными про-
ницаемостями, среды с очень малыми или с очень большими по абсолютной величине 
проницаемостями [13] и даже среды со значениями ε =0  и μ=0  («ничто» [14], «киральное ничто» 
[15]). В данной работе, как и ранее в [16], вводятся инвариантные параметры, имеющие универ-
сальный характер. В дальнейшем будем единообразно обозначать тройку материальных параметров 
изотропной киральной среды (диэлектрическая проницаемость lε , магнитная проницаемость lμ  и 

параметр киральности lα ), добавляя верхний индекс l , который указывает на принадлежность к 
системе материальных уравнений Кондона–Теллегена ( l T= ), Поста ( l P= ) или Друде–Борна–
Фёдорова ( l F= ). В соответствии с формулами (1)–(4) имеем для параметра киральности выраже-

ния: T gα = κ=ω , P
cα =ξ , Fα =β . 

Декомпозиция электромагнитного поля на два поля круговой поляризации (называемых также 
«полями Бельтрами», «волновыми полями») является ключевым приёмом электродинамики кираль-
ных сред. Она вводит три основных волновых параметра: волновые числа левого ( l

ck + ) и правого 

( l
ck − ) полей Бельтрами, а также волновой импеданс l

cη . Например, применительно к уравнениям 
Друде–Борна–Фёдорова эта декомпозиция имеет вид  

 ( ) 1
,       ,     F F

c ci i
−

+ − − += − η = − ηE Q Q H Q Q  (5) 

где поля Бельтрами ±Q  удовлетворяют уравнению Гельмгольца ( )22 0F
ck± ± ±∇ + =Q Q . Эти пара-

метры не изменяют свои значения при смене способа описания киральной среды, т.е. являются ин-
вариантными по отношению ко всем вышеуказанным системам материальных уравнений.  

Различные представления первого инварианта – волнового импеданса – в этих системах 

( )1 2T T T
cη = μ ε , ( )1 2F F F

cη = μ ε , ( )1 2P P P
c cη = μ ε , где использовано соотношение 

( )2P P P P
cε = ε +μ α , являются эквивалентными, т.е. T P F l

c c c c cη =η =η =η =η .  

Другие инварианты могут быть получены исходя из пары волновых чисел полей Бельтрами l
ck . 

Воспользуемся следующими характерными свойствами волновых чисел полей Бельтрами. В систе-

ме Теллегена величина ( )1 2T T Tk =ω ε μ  является средним арифметическим волновым числом для 

T
ck +  и T

ck − , в системе Друде–Борна–Фёдорова величина ( )1 2F F Fk =ω ε μ  является средним гармо-

ническим волновым числом для F
ck +  и F

ck − . В системе Поста величина ( )1 2P P Pk =ω ε μ  является 

средним геометрическим волновых чисел 

 ( ) ( )
1 22 2P P P P P P

ck k±
⎡ ⎤

= ωμ α + + ωμ α⎢ ⎥
⎣ ⎦

∓   

при условии, что обе проницаемости Pε  и Pμ  имеют одинаковые знаки. Если проницаемости име-
ют разные знаки, то в этом случае вещественные значения волновых чисел ещё возможны [17], но 
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они тоже имеют разные знаки. Средние волновые числа не зависят от параметра киральности соот-
ветствующей системы материальных уравнений, поэтому они могут быть выбраны в качестве удоб-
ного инварианта. Исключением является среднее геометрическое число, так как оно не существует, 
если в киральной среде реализуется смешанный режим с прямой и обратной волнами.  

Если выбрать в качестве инварианта среднее арифметическое число (как сделано в [16]), то 
волновые числа следует представить в унифицированном виде  

 ( )1l l l
c c ck k k f± ±= = ± , (6) 

где только T T
ck k=  является среднеарифметическим инвариантом. Для остальных систем получа-

ются инварианты ( )
12

1F F F F
ck k k

−⎡ ⎤
= − α⎢ ⎥

⎣ ⎦
, ( )1 2P P P

c ck =ω ε μ , которые, в отличие от Fk  и Pk , не 

являются средними величинами. Из (6) видно, что безразмерный параметр киральности lf  является 
третьим инвариантом в составе тройки инвариантов l

cη , Tk , lf . Этот параметр в системах матери-

альных уравнений выражается различным образом: ( ) 1 2T T T Tf
−

=α ε μ , F F Ff k=α , P P P
cf =α η .  

Обратимся к системе инвариантов, базирующейся на среднем гармоническом числе Fk . Вол-
новые числа представим в виде 
 ( )1l l l

c c ck k K F± ±= = ∓ . (7) 

В формуле (7) инвариантами являются F F F
cK K k= =  и lF . Из сопоставления формул (6) и (7) сра-

зу следует, что 

 l lF f= , ( )21l l l
c cK k f

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
. (8) 

Таким образом, тройку инвариантов на основе среднего гармонического волнового числа образуют 
параметры l

cη , Fk , lf . Ей соответствует тройка безразмерных инвариантов cΗ , cN , lF , где 

0
l

c cΗ =η η , 0
F

cN k k=  и 0η  – импеданс вакуума, ( )1 2
0 0 0k =ω ε μ  – волновое число в вакууме, 0ε  

и 0μ  – электрическая и магнитная постоянные. Материальные параметры запишутся через эту 
тройку инвариантов следующим образом:  
диэлектрическая проницаемость 

 0
F c

c

N
ε = ε

Η
, P Fε = ε , ( )21T F lF

⎡ ⎤
ε = ε −⎢ ⎥

⎣ ⎦
; (9) 

магнитная проницаемость 

 0
F

c cNμ =μ Η , ( )21T P F lF
⎡ ⎤

μ =μ =μ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

; (10) 

параметр киральности 

 ( )0
F l

cF k Nα = , ( )21T l l
c cF N F

⎡ ⎤
α = Η −⎢ ⎥

⎣ ⎦
, ( )0

P l
cFα = η Η . (11) 

Заключение. Для характеристики изотропной киральной среды могут быть использованы груп-
пы параметров, инвариантных относительно применяемых для описания среды материальных урав-
нений. Каждая группа состоит из трёх параметров и включает волновой импеданс среды, безраз-
мерный параметр киральности и среднее арифметическое или среднее гармоническое волновое 
число. Материальные параметры однозначно выражаются через эти инварианты. 
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Fisanov V.V. 
On constitutive parameters and invariants of an isotropic chiral medium 

 
Different tools of description for an isotropic chiral medium on the base of symmetrical constitutive relations are 
compared. Invariant parameters of the medium are introduced and discussed using mean wave numbers of the 
intrinsic wave fields (the Beltrami fields) of the chiral medium. 
Keywords: isotropic chiral medium, constitutive relations, dielectric permittivity, magnetic permeability, chiral-
ity parameter, electromagnetic Beltrami fields, wave impedance, wave numbers, invariants. 


