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Новые операции над нечеткими числами и интервалами  

 
Предложены новые операции над нечеткими числами и интервалами, сохраняющие тип и 
функциональную форму функций принадлежности и позволяющие образовывать составные 
термы лингвистических переменных, соответствующие применению лингвистических моди-
фикаторов «очень» и «более или менее». Получены выражения, позволяющие для отдельных 
типов функций принадлежности найти характеристические точки нечетких результатов вве-
денных операций без вычисления интегралов.  
Ключевые слова: нечеткое множество, нечеткое число, лингвистические модификаторы, по-
линомиальные функции принадлежности, кусочно-непрерывные функции. 

 
В работе [1] Заде вводит операции концентрирования и растяжения нечеткого множества A  как 

средство порождения составных термов соответствующей лингвистической переменной с помощью 
модификаторов «очень» и «более или менее», соответственно. Если ( )A xμ – функция принадлежно-

сти (ФП) нечеткого множества A , то операция концентрирования определяется как 

( ) ( )( )2ACON A x= μ , а растяжения – ( ) ( )ADIL A x= μ . 

Критики в работах [2, 3] указывают на то, что подобные операции не изменяют носитель и ядро 
нечеткого множества, т.к. полученные ФП принимают значения 0 и 1 в тех же точках, что и исход-
ная, и предлагают производить сдвиг ФП после операций концентрирования и растяжения. 

В настоящей работе вводятся новые операции над нечеткими множествами, заданными на мно-
жестве действительных чисел ℜ  (нечеткие числа и интервалы), позволяющие модифицировать не-
четкую величину, не изменяя функциональную форму ФП. Также, показывается простота вычисле-
ния результатов введенных операций для некоторых типов ФП. 

Операции сжатия и размытия нечетких величин. Пусть A  – нечеткое множество, заданное 
на универсальном множестве U , с функцией принадлежности ( )A xμ , и AC  – результат дефаззифи-

кации данного множества по методу центра максимума. Иными словами, AC  – центр ядра нечетко-

го множества A . Также, пусть AS  – площадь под функцией принадлежности ( )
supp

A A
A

S x dx= μ∫ , 

где supp A  – носитель нечеткого множества A . 

Определение 1. Результатом операции сжатия множества A  со степенью 1r ≥  является нечет-
кое множество B  с функцией принадлежности ( )B xμ  такого же вида, что и ( )A xμ , с центром ядра 

B AC C= , площадь под функцией принадлежности которого A
B

SS
r

= , где ( )
supp

B B
B

S x dx= μ∫ . 

Операцию сжатия со степенью r  нечеткого множества A  будем обозначать sharprB A= . 

Определение 2. Результатом операции размытия множества A  со степенью 1r ≥  является не-
четкое множество B  с функцией принадлежности ( )B xμ  такого же вида, что и ( )A xμ , с центром 

ядра B AC C= , площадь под функцией принадлежности которого B AS r S= ⋅ , где ( )
supp

B B
B

S x dx= μ∫ . 

Будем обозначать операцию размытия со степенью r  blurrrB A= . 
Очевидно, введенные операции при 0r >  являются комплементарными, так что 

1 1( ) ( )blurr sharp ; sharp blurr .r rr rA A A A− −= =  

Исходя из введенных определений, можно получить следующие выражения: 
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1 1 0

0

blurr sharp ; blurr sharp ;

blurr sharp .
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= = = =

= =
 

В дальнейшем будем говорить о нечетких множествах, заданных на множестве действительных 
чисел ℜ , т.е. о нечетких числах и интервалах. 

Пример с трапецеидальными ФП. Рассмотрим нечеткий интервал , , ,L RA L K K R=  с ФП 

 ( )

[ )
[ ]
( ]
[ ]

, , ;

1, , ;

, , ;

0, , ;

L
L

L R
A

R
R

x L x L K
K L

x K Kx x R x K R
K R

x L R

−⎧ ∈⎪ −⎪ ∈⎪μ = ⎨ −⎪ ∈
−⎪

∉⎪⎩

 (1) 

где [ ],L R – носитель нечеткого множества, [ ],L RK K  – его ядро, и 
2

L R
A

K K C+
=  – центр ядра. 

Функция принадлежности (1) нечеткого множества A  изображена на рис. 1, а, б сплошными 
линиями и при [ ],x L R∈  представляет собой трапецию с высотой 1h =  и основаниями a R L= −  и 

R Lb K K= − , площадь которой определяется по известной формуле [4]: 

 
2A

a bS h+
= ⋅ . (2) 

 
а                                                                                  б 

Рис. 1. Сравнение ФП результатов операций над A :   а – концентрирование (CON) и 
сжатие (sharp);   б – растяжение (DIL) и размытие (blurr) 

 
ФП, полученные в результате использования операций ( )CON A  и ( )DIL A , изображены на 

рис. 1, а, б штриховыми линиями. Из рис. 1 видно, что левые и правые части ФП исказились, в то 
время как носитель и ядро новых нечетких интервалов совпадают с исходными. 

Нечеткий интервал sharprB A=  представляет собой нечеткое множество , , ,L RB L K K R∗ ∗ ∗ ∗= , 

ФП которого также является трапецией с высотой 1h = , площадь которой меньше площади 
исходной трапеции в r  раз. Согласно (2) получаем  

 
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

R LR L R L K KR L K K
h r h

∗ ∗ ∗ ∗− + −− + −
⋅ = ⋅ ⋅ . (3) 

Так как центры меньших оснований трапеций должны совпадать, то, используя (3), получаем: 

 
; ;

; .

A A
A A

A L A R
L A R A

C L C RL C R C
r r

C K C KK C K C
r r

∗ ∗

∗ ∗

− −
= − = −

− −
= − = −

 (4) 

Следуя аналогичным рассуждениям, можно получить зависимости для характерных точек 
нечеткого интервала blurrrB A= : 

 
( ) ( )
( ) ( )

; ;

; .

A A A A

L A A L R A A R

L C C L r R C C R r

K C C K r K C C K r

∗ ∗

∗ ∗

= − − ⋅ = − − ⋅

= − − ⋅ = − − ⋅
 (5) 
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Примеры ФП нечетких интервалов, полученных в результате применения операций сжатия и 
размытия, приведены на рис. 1 (пунктирные линии). 

Соотношения (4) и (5) можно использовать и в том случае, когда нечеткое множество A  
представляет собой треугольное нечеткое число , ,A L C R= , принимая во внимание, что 

A L RC C K K= = = . 
Пример с кусочно-непрерывными полиномиальными ФП. В работе [5] введен класс нечет-

ких чисел (L-R)-типа с кусочно-непрерывными ФП такими, что функции ( )Lf x  и ( )Rf x  левой и 
правой частей ФП являются полиномами второго порядка с дополнительными условиями о равенст-
ве нулю производных функций ( )Lf x  и ( )Rf x  в характеристических точках нечеткой величины. 

Тогда для нечеткого интервала , , ,L RA L K K R=  общий вид ФП можно записать как 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A L L L R R Rx f x H x L H K x H x K H K x f x H x K H R xμ = ⋅ − ⋅ − + − ⋅ − + ⋅ − ⋅ − , (6) 
где ( )xH  - единичная функция Хевисайда, а ( )xfL  и ( )xfR  удовлетворяют условию 

 

( )
( )
( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
=
=

.0
;1
;1

;0

Rf
Kf
Kf
Lf

R

RR

LL

L

 (7) 

Форму ФП, определяемой выражением (6), можно изменять, налагая на функции ( )xfL  и ( )xfR  
одно из четырех дополнительных условий:  

 
( )
( )⎩

⎨
⎧

=′
=′

.0
;0

Rf
Lf

R

L  (8) 

 
( )
( )⎩
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⎧
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=′
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 (9) 
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 (10) 

 
( )
( )⎩

⎨
⎧

=′
=′

.0
;0

Rf
Kf

R

LL  (11) 

Тип ФП, определяемой выражением (6), будем обозначать P2  с добавлением греческих букв     
-α , -β , - γ , - δ  при соответствии ФП одному из условий (8)–(11).  

Внешний вид ФП типов αP2 – δP2  представлен на рис. 2, а–г соответственно. 
 

 
а                                                            б 

 
в                                                            г 

Рис. 2. Примеры кусочно-непрерывных полиномиальных ФП: 
а – тип αP2 ; б – тип βP2 ; в – тип γP2 ; г –  тип δP2  
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Коэффициенты функций ( )xfL  и ( )xfR , а, следовательно, и площадь под кривой ФП, одно-
значно выражаются через характерные точки нечеткого интервала путем решения системы уравне-
ний, составленной из условия (7) и одного из условий (8)-(11), соответствующего типу ФП. 

Пример. Рассмотрим операции сжатия и размытия нечеткого интервала RKKLA RL ,,,~
=  с 

ФП типа αP2  (рис. 2, а). Составим систему уравнений, полученную из условий (7) и (8): 
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 (12) 

где ia  и ib – коэффициенты полиномов ( ) ∑
=

=
2

0i

i
iL xaxf  и ( ) ∑

=
=

2

0i

i
iR xbxf . Решением системы (12) 

будут коэффициенты функций ( )xfL  и ( )xfR , выраженные через характерные точки нечеткого 
интервала: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
.1;2;

;1;2;

22212

2
0

22212

2
0

RRR

LLL

KR
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−
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−
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=

 (13) 

Тогда, площадь под кривой ( )xAμ  также выражается через данные характерные точки: 

( ) ( ) ( ) ( ) .
33~supp

R
LR

L
R

K
R

K

K

K

L
L

A
AA

KRKKLKdxxfdxdxxfdxxS
R

R

L

L −
+−+

−
=++=μ= ∫∫∫∫  

Согласно Определению 1, ФП нечеткого интервала ∗∗∗∗== RKKLAB RLr ,,,~sharp~
1  также бу-

дет являться кусочно-непрерывная функция типа αP2 , площадь под которой будет меньше AS  в r  

раз, причем центры ядер нечетких множеств A~  и 1
~B  должны совпадать. Исходя из этого, легко 

можно показать, что характерные точки нечеткого интервала 1
~B  можно также определить, исполь-

зуя выражения (4). Аналогично, можно определить характерные точки нечеткого интервала 
AB r
~blurr~

2 =  с использованием выражений (5). 
Примеры ФП типа αP2  нечетких интервалов, полученных применением операций сжатия и 

размытия, изображены штриховыми линиями на рис. 3. 
 

 
а                                                            б 

Рис. 3. Результат вычисления операций для ФП (L-R)-типа: а – сжатие; б – размытие 
 
Легко доказать, что выражения (4) и (5) применимы для всех четырех введенных выше типов 

функций принадлежности. Также, при RLA KKC ==  эти выражения позволяют получить харак-
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терные точки нечетких чисел с кусочно-непрерывными ФП, левые и правые части которых являют-
ся полиномами второго порядка, удовлетворяющие условию (7) и одному из условий (8)–(11). 

Заключение. Представленные в настоящей работе операции сжатия и размытия нечетких мно-
жеств позволяют образовывать составные термы лингвистических переменных без усложнения вы-
ражений для функций принадлежности. Простота вычисления результатов введенных операций для 
отдельных распространенных типов ФП позволяет предложить их в качестве альтернативы тради-
ционным операциям концентрирования и растяжения. 
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