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Представлено исследование высокоинтенсивного полумарковского потока событий. Показа-
но, что для рассматриваемого потока распределение вероятностей числа событий, наступив-
ших за фиксированный интервал времени, при условии неограниченного роста интенсивности 
потока может быть аппроксимировано нормальным распределением. В работе получены па-
раметры этого распределения. 
Ключевые слова: высокоинтенсивный поток событий, полумарковский поток, асимптотиче-
ский анализ. 
 

Одним из базовых элементов систем и сетей массового обслуживания [1] является входящий 
поток заявок. Современные телекоммуникационные сети и системы распределенной обработки ин-
формации [2] предполагают высокую пропускную способность каналов передачи информации. Та-
ким образом, в этих системах количество пакетов данных, поступающих на обработку в единицу 
времени, очень высоко. В терминах теории массового обслуживания в таких случаях говорят о вы-
сокой интенсивности [3] входящего потока. В частности, в работе [2] модель высокоинтенсивного 
потока применяется для моделирования потока входящих сообщений многофазной системы распре-
деленной обработки данных. 

В работах [3–5] были изучены свойства высокоинтенсивных рекуррентных, MMPP- и MAP-
потоков. В настоящей же работе представлен анализ свойств высокоинтенсивного полумарковского 
(Semi-Markovian, или SM-) потока как наиболее общей модели потоков событий. 

Математическая модель. Рассмотрим полумарковский поток однородных событий, заданный 
следующим образом. Пусть {ξn, τn} – стационарный двумерный марковский процесс с дискретным 
временем [6]. Здесь ξn – дискретная компонента, принимающая значения от 1 до K, τn – непрерывная 
компонента, принимающая неотрицательные значения. Будем полагать, что эволюция процесса оп-
ределяется элементами так называемой полумарковской матрицы { } , 1,( ) k k Kx A ν ν==A  следующим 

образом: 

1 1( ) P ,k n n n
xA x k
Nν + +

⎧ ⎫
= ξ =ν τ < ξ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
. 

Здесь N – некоторая большая величина, которая введена искусственно, чтобы явным образом 
подчеркнуть малость величин τn . В теоретических исследованиях будем полагать N → ∞ и, таким 
образом, τn → 0. На практике полученные результаты можно использовать для аппроксимации соот-
ветствующих величин при достаточно больших значениях N (в условии высокой интенсивности по-
тока). 

Пусть в момент времени t0 = 0 произошло изменение состояния процесса {ξn, τn}. Последова-
тельность моментов времени tn, определяемая рекуррентным выражением 1 1n n nt t+ += +τ  для 
n = 0, 1, …, называется полумарковским потоком случайных событий, определяемым полумарков-
ской матрицей A(x). Процесс ξn=ξ(tn) называют вложенной в полумарковский поток цепью Маркова.  

Поскольку средняя длина интервалов τn обратно пропорциональна N, то при N → ∞ интенсив-
ность наступления событий в таком потоке будет неограниченно расти. Такой поток событий будем 
называть высокоинтенсивным полумарковским, или HISM-потоком (от High-Intensive Semi-
Markovian). Ставится задача нахождения числа событий m(t), наступивших в этом потоке в течение 
интервала времени (0, t).  

Вывод уравнений Колмогорова. Пусть z(t) – длина интервала времени от момента t до момен-
та наступления следующего события в потоке; k(t) – случайный процесс, значения которого на каж-
дом из интервалов [tn, tn+1), n = 0, 1, … постоянны и равны ξn . Тогда многомерный случайный про-
цесс {k(t), m(t), z(t)} будет марковским [7]. Введем обозначение: 
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( , , , ) P ( ) , ( ) , ( ) zP k m z t k t k m t m z t
N

⎧ ⎫= = = <⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

Получим систему дифференциальных уравнений Колмогорова для этого распределения. Со-
гласно формуле полной вероятности имеем 

1
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , 1, , ) ( ) o( )

K
kP k m z t t P k m z N t t P k m N t t P m N t t A z tν

ν=
+Δ = + Δ − Δ + ν − Δ + Δ∑ . 

Отсюда для 1,k K=  получаем дифференциальные уравнения 

1

1 ( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) ( , 1,0, ) ( )
K

k
P k m z t P k m z t P k m t P k m t A z

N t z z z ν
ν=

∂ ∂ ∂ ∂ −
= − +

∂ ∂ ∂ ∂∑    (1) 

при начальных условиях  

1
( ), 0,( , , ,0)

0, 0.

K
kA z если mP k m z

еслиm

ν
ν=

⎧
⎪ == ⎨
⎪ >⎩

∑  

Обозначим через Rk(z) совместное стационарное распределение двумерного марковского про-
цесса {k(t), z(t)}: 

0
( , , ,0) P ( ) , ( ) ( )k

m

zP k m z k t k z t R z
N

∞

=

⎧ ⎫= = < =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ . 

Просуммируем уравнения (1) по m от 0 до ∞, при t = 0 получаем 

1
0 ( ) (0) (0) ( )

K
k k kR z R R A zν ν

ν=
′ ′ ′= − + ∑ . 

Обозначим вектор-строку R(z) = {R1(z), …, RK(z)}, тогда предыдущее уравнение запишется в 
виде 

[ ]( ) (0) ( )z z′ ′+ − =R R A I 0 .      (2) 
Отсюда получаем матричное дифференциальное уравнение относительно функции R(z): 

[ ]( ) (0) ( )z z′ ′= −R R I A ,            (3) 
граничное условие для которого при z → ∞ имеет вид  

(0)′ = λR r ,       (4) 
где λ – некоторый коэффициент, вектор-строка r есть стационарное распределение состояний вло-
женной цепи Маркова. Этот вектор является решением уравнения Колмогорова = ⋅r r P , где 

lim ( )
z

z
→∞

=P A  есть стохастическая матрица, определяющая вероятности переходов вложенной цепи 

Маркова. 
Таким образом, решение уравнения (3) имеет вид 

[ ]
0

( ) (0) ( )
z

z x dx′= −∫R R I A .      (5) 

Пусть ( )= ∞R R  есть стационарное распределение значений полумарковского процесса k(t), то-
гда при z → ∞ из (5) получаем 

[ ] [ ] [ ]
0 0 0

(0) ( ) ( ) ( )x dx x dx x dx
∞ ∞ ∞

′= − =λ − =λ − =λ∫ ∫ ∫R R I A r I A r P A rA ,   (6) 

где A – матрица с элементами [ ]
0

( )k k kA P A x dx
∞

ν ν ν= −∫ . Умножая левую и правую части равенства (6) 

на единичный вектор-столбец E, получим 
1= =λRE rAE , 

откуда находим значение коэффициента λ: 
1

λ =
rAE

.           (7) 
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Введем обозначение 
0

( , , , ) ( , , , )jum

m
H k u z t e P k m z t

∞

=
= ∑ , где 1j = −  – мнимая единица, а u – неко-

торая переменная. Умножая (1) на ejum и суммируя по m от 0 до ∞, получаем 

1

1 ( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) ( , ,0, ) ( )
K

ju
k

H k u z t H k u z t H k u t H k u te A z
N t z z z ν

ν=

∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂ ∂∑ . 

С учетом обозначения в виде вектор-строки H(u, z, t) = {H(1, u, z, t), …, H(K, u, z, t)} данное 
уравнение примет вид 

1 ( , , ) ( , , ) ( ,0, ) ( )juu z t u z t u t e z
N t z z
∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∂ ∂ ∂
H H H A I .    (8) 

Дифференциальное матричное уравнение (8) будем решать асимптотически методом [8] в усло-
вии неограниченно растущей интенсивности λN рассматриваемого полумарковского потока, т.е. при 
N → ∞. 

Асимптотика первого порядка. Введем обозначения 
1 ,
N
=ε  u w=ε , 1( , , ) ( , , , )u z t w z t= εH F . 

Из (8) получим 
1 1 1( , , , ) ( , , , ) ( ,0, , ) ( )jww z t w z t w t e z

t z z
ε∂ ε ∂ ε ∂ ε ⎡ ⎤ε = + −⎣ ⎦∂ ∂ ∂

F F F A I .         (9) 

Теорема 1. Асимптотическое решение 1 1
0

( , , ) lim ( , , , )w z t w z t
ε→

= εF F  уравнения (9) имеет вид 

1( , , ) ( ) jw tw z t z e λ=F R ,          (10) 
где R(z) определяется выражением (5). 

Доказательство. Выполним в (9) предельный переход ε → 0, получим уравнение 

[ ]1 1( , , ) ( ,0, )0 ( )w z t w t z
z z

∂ ∂
= + −

∂ ∂
F F A I , 

которое имеет вид, аналогичный (2). Следовательно, функцию F1(w, z, t) можно представить в виде 
1 1( , , ) ( ) ( , )w z t z w t= ΦF R ,          (11) 

где Φ1(w, t) – некоторая скалярная функция. 
Выполним в (9) предельный переход z → ∞ и просуммируем все компоненты этого уравнения 

(для этого умножим справа обе его части на единичный вектор-столбец E). Получим 
1 1( , , , ) ( ,0, , ) j ww t w t e

t z
ε∂ ∞ ε ∂ ε ⎡ ⎤ε = −⎣ ⎦∂ ∂

F FE P I E . 

Подставим сюда выражение (11), воспользуемся разложением 21 O( )j we j wε = + ε + ε , поделим 
обе части на ε и произведем предельный переход ε → 0: 

1
1

( , ) (0) ( , )w t jw w t
t

∂Φ ′= Φ
∂

RE R PE , 

откуда с учетом (4) получаем дифференциальное уравнение относительно функции Φ1(w, t): 
1

1
( , ) ( , )w t jw w t
t

∂Φ
= λΦ

∂
. 

Решая это уравнение при начальном условии Φ1(w, 0) = 1, получаем решение 

1( , ) jw tw t e λΦ = . 
Подставим это выражение в (11), получим (10). Теорема доказана. 
Асимптотика второго порядка. Выполним в (8) замену 2( , , ) ( , , ) ju Ntu z t u z t e λ=H H : 

2 2 2
2

1 ( , , ) ( , , ) ( ,0, )( , , ) ( )juu z t u z t u tju u z t e z
N t z z
∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤+ λ = + −⎣ ⎦∂ ∂ ∂
H H HH A I .  (12) 

Введем обозначения 
21 ,

N
=ε  u w=ε , 2 2( , , ) ( , , , )u z t w z t= εH F .    (13) 
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Тогда (12) перепишется в виде 
2 2 2 2

2
( , , , ) ( , , , ) ( ,0, , )( , , , ) ( )j ww z t w z t w tj w w z t e z

t z z
ε∂ ε ∂ ε ∂ ε ⎡ ⎤ε + ε λ ε = + −⎣ ⎦∂ ∂ ∂

F F FF A I .  (14) 

Теорема 2. Асимптотическое решение 2 2
0

( , , ) lim ( , , , )w z t w z t
ε→

= εF F  уравнения (14) имеет вид 

2
2

( )( , , ) ( )exp ( )
2

jww z t z t
⎧ ⎫⎪ ⎪= λ+κ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

F R ,     (15) 

где R(z) определяется выражением (5)  
02 ′κ = f E ,       (16) 

вектор-строка 0′f  удовлетворяет системе линейных алгебраических уравнений 

[ ] [ ]0
2

2
0

,

1,
2
a

′⎧ − =λ −
⎪
⎨ λ′ = −⎪⎩

f I P rP R

f AE
      (17) 

2 2a = rA E , 2
2

0
( )x d x

∞
= ∫A A . 

Доказательство. Выполним в (14) предельный переход ε → 0, получим уравнение 

[ ]2 2( , , ) ( ,0, )0 ( )w z t w t z
z z

∂ ∂
= + −

∂ ∂
F F A I , 

которое имеет вид, аналогичный (2). Следовательно, функцию F2(w, z, t) можно представить в виде 
2 2( , , ) ( ) ( , )w z t z w t= ΦF R ,       (18) 

где Φ2(w, t) – некоторая скалярная функция. 
Решение уравнения (14) будем искать в виде разложения 

[ ] 2
2 2( , , , ) ( , ) ( ) ( ) O( )w z t w t z j w zε =Φ + ε + εF R f ,    (19) 

где f(z) – некоторая вектор-функция (строка). Подставляя это выражение в (14) и применяя разложе-
ние 21 O( )j we j wε = + ε + ε , после некоторых преобразований получим 

[ ]{ [ ]} 2
2 2( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) (0) ( ) ( ) O( ).j w w t z w t z j w z z j w z j w z j w z′ ′ ′ ′ ′ε λΦ =Φ + ε + − + ε + ε − + ε + εR R f R A I R A f A I A  

Учитывая (3)–(4), поделив обе части на jεw и сокращая Φ2(w, t), получаем 
[ ]( ) ( ) ( ) (0) ( ) O( )z z z z′ ′λ = +λ + − + εR f rA f A I . 

Отсюда при ε → 0 получаем дифференциальное уравнение относительно неизвестной вектор-
функции f(z) 

[ ] [ ]( ) (0) ( ) ( ) ( )z z z z′ ′= − −λ −f f I A rA R , 
интегрируя которое при начальном условии f(0) = 0, получаем выражение 

[ ] [ ]{ }
0

( ) (0) ( ) ( ) ( )
z

z x x x dx′= − −λ −∫f f I A rA R .           (20) 

Будем искать f(z) в классе функций, удовлетворяющих условию 
[ ] [ ]{ }lim (0) ( ) ( ) ( ) 0

x
x x x

→∞
′ − −λ − =f I A rA R . 

Отсюда получаем 
[ ] [ ](0) 0′ − −λ − =f I P rP R .         (21) 

Вычитая левую часть этого равенства из подынтегрального выражения (20), с учетом (6) получаем 

[ ]
0

( ) (0) ( )x dx
∞

′∞ = +λ −λ −∫f f A rA R R .       (22) 

Можно показать, что [ ] 2
0

1( )
2

x dx
∞

− = λ∫ R R rA , где 2
2

0
( )x d x

∞
= ∫A A . С учетом этого, умножая обе 

части (22) справа на единичный вектор E, получим  
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[ ]
2

2(0) ( ) 1
2
aλ′ − ∞ = −f A f E ,           (23) 

где 2 2a = rA E . Полагая, что ( ) 0∞ =f E  и обозначая 0 (0)′ ′=f f , из (21) и (23) получаем систему 
уравнений (17). 

Выполним в (14) предельный переход z → ∞ и домножим обе части уравнения на E справа, по-
лучим 

( )2 2 2 2
2

( , , , ) ( ,0, , ) ( ,0, , )( , , , ) 1j w j ww t w t w tj w w t e e
t z z

ε ε∂ ∞ ε ∂ ε ∂ ε⎡ ⎤ε + ε λ ∞ ε = − = −⎣ ⎦∂ ∂ ∂
F F FE F E P I E E . 

Подставим сюда (19) и применим разложение 
2

3( )1 O( )
2

j w j we j wε ε
= + ε + + ε , получаем 

[ ]
2

2 32
2 2

( , ) ( )( , ) ( , ) (0) (0) O( )
2

w t j wj w w t w t j w j w
t

⎡ ⎤∂Φ ε′ ′ε + ε λΦ =Φ + ε ε + + ε⎢ ⎥
∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦

RE RE R f E . 

Приводя подобные, сокращая на ε2, используя обозначение (16) и переходя к пределу при ε → 0, 
получаем следующее дифференциальное уравнение относительно неизвестной функции Φ2(w, t): 

2
2

2
( , ) ( )( , ) ( )

2
w t jww t
t

∂Φ
=Φ λ+κ

∂
, 

решая которое при начальном условии Φ2(w, 0) = 1, получаем 
2

2
( )( , ) exp ( )

2
jww t t

⎧ ⎫⎪ ⎪Φ = λ+κ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

. Под-

ставляя это выражение в (18), получаем (15). Теорема доказана. 
Аппроксимация распределения числа событий, наступивших в HISM-потоке. Выполняя в 

(15) замены, обратные к (13), и возвращаясь к функции H(u, z, t), получаем 
2( )( , , ) ( )exp ( )

2
juu z t z ju Nt Nt

⎧ ⎫⎪ ⎪≈ λ + λ+κ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

H R . 

Таким образом, характеристическая функция числа событий, наступивших в высокоинтенсив-
ном полумарковском потоке в течение времени t, удовлетворяет соотношению 

2( )( , ) ( , , ) exp ( )
2

juh u t u t ju Nt Nt
⎧ ⎫⎪ ⎪= ∞ ≈ λ + λ+κ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

H E . 

То есть при достаточно больших значениях N распределение числа событий, наступивших в 
HISM-потоке за время t, может быть аппроксимировано нормальным распределением с математиче-
ским ожиданием λNt и дисперсией (λ + κ)Nt, где λ и κ определяются выражениями (7) и (16). 

Численные результаты. В качестве примера для численных расчетов рассмотрим задачу моде-
лирования событий в высокоинтенсивном полумарковском потоке, заданном полумарковской мат-
рицей A(x) третьего порядка, записанной в форме A(x) = P * G(x), где P – стохастическая матрица; 
G(x) – матрица, составленная из некоторых функций распределения; операция * – адамарово произ-
ведение матриц. Будем рассматривать пример, когда элементы матрицы G(x) соответствуют функ-
циям гамма-распределения [9] с параметрами формы αkν и масштаба βkν , , 1,3k ν = , которые предста-
вим в виде матриц α и β соответственно. Выберем следующие конкретные значения параметров:  

0,6 0,4 0
0,3 0,2 0,5
0,5 0 0,5

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

P , 
1 2 5
5 4 2
3 0,5 0,4

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α , 
1 4 6

10 3 2
2 1 0,5

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β . 

В результате расчетов получили следующие значения параметров: λ ≈ 1,0909; κ ≈ –0,0906. 
Для данной задачи было выполнено имитационное моделирование потока при значениях N = 1, 

10, 30, 100, 1000 и построены эмпирические распределения числа событий в интервалах длины 
t = 10. Ряды распределений эмпирических данных и соответствующих аппроксимаций для N = 1 и 
N = 10 представлены графически на рис. 1 (для остальных значений N графики практически совпа-
дают и на рисунке становятся неразличимы). 
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Рис. 1. Сравнение полигона относительных частот эмпирического распределения (1)  
и аппроксимирующего ряда распределения (2) 

 
Для оценки точности аппроксимации распределения будем использовать расстояние Колмого-

рова [10] sup ( ) ( )q q
x

D F x F x= − . Здесь Fq(x) – эмпирическая функция распределения, F(x) – функция 

распределения нормальной случайной величины с найден-
ными выше характеристиками. В таблице  представлены 
относительные погрешности вычисления математического 
ожидания δa и дисперсии δD, а также расстояние Колмого-
рова Dq для рассмотренных случаев. 

На рис. 2 представлен график, демонстрирующий 
убывание расстояния Колмогорова между эмпирическим и 
аналитическим (нормальным) распределениями с ростом 
значения N.  

Можно заметить, что уже при 
N > 30 достигается достаточно высо-
кое качество  гауссовской аппрокси-
мации числа событий в рассмотрен-
ном высокоинтенсивном полумар-
ковском потоке (расстояние Колмо-
горова не превышает 0,01). 

 
 
 
 

Рис. 2. Изменение расстояния  
Колмогорова Dq в зависимости  

от интенсивности потока  
(логарифмическая шкала по N) 

 
 
 

Заключение. В работе представлено исследование высокоинтенсивного полумарковского пото-
ка событий. Показано, что в условии неограниченного роста его интенсивности распределение чис-
ла событий, наступивших в данном потоке в течение интервала времени фиксированной длины, 
может быть аппроксимировано нормальным распределением. В работе получены параметры этого 
распределения. Рассмотренные числовые примеры демонстрируют применимость полученных 
асимптотических результатов для HISM-потоков событий. 

Аналогичные результаты были получены ранее и для других типов высокоинтенсивных пото-
ков: рекуррентного [3], MMPP [4], MAP [5]. 
 

Зависимость качества аппроксима-
ции от величины N 

N δa δD Dq 
1 8,01% 2,6% 0,0464 

10 0,91% 0,7% 0,0153 
30 0,41% 0,5% 0,0101 

100 0,11% 0,4% 0,0044 
1000 0,08% 0,2% 0,0021 
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Moiseev A.N., Nazarov A.A. 
Asymptotic analysis of the high-intensive semi-Markovian arrival process 
 
Investigation of the high-intensive semi-Markovian arrival process is presented in the paper. It is shown that a 
distribution of the number of arrivals in the process during some period under asymptotic condition of an infinite 
growth of the process rate can be approximated by normal distribution. The characteristics of the approximation 
are obtained as well. The analytical results are supported by numeric examples. 
Keywords: high-intensive arrival process, semi-Markovian process, asymptotic analysis. 
 


