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сопряжённых сред Теллегена 

 
Рассматриваются явления взаимодействия собственных плоских волн круговой поляризации 
(электромагнитных волн Бельтрами) с плоской поверхностью раздела сопряжённых биизо-
тропных сред Теллегена. Прохождение плоской волны Бельтрами через поверхность раздела 
происходит без отклонения от угла падения и сопровождается возбуждением в отражённом 
поле ортогонально поляризованной плоской волны Бельтрами. 
Ключевые слова: сопряжённые биизотропные среды Теллегена, диэлектрическая проницае-
мость, магнитная проницаемость, параметр невзаимности, электромагнитные поля Бельтрами, 
волновые импедансы, волновое число, однородные плоские волны. 

 
Среди различных композитных электромагнитных материалов, обладающих необычными свой-

ствами (метаматериалов), отдельную группу образуют биизотропные материалы. При макроскопи-
ческом электродинамическом описании они характеризуются не только скалярами диэлектрической 
( ε ) и магнитной (μ ) проницаемостей, но и дополнительными параметрами перекрёстной (магнито-
электрической) связи между индукциями и напряжённостями электрического и магнитного полей. 
Наиболее общая биизотропная среда содержит два дополнительных псевдоскаляра магнитоэлектри-
ческой связи. Различают среду Пастера, которая содержит киральные включения, и среду Теллегена, 
включения которой представляют собой тесно связанные коллинеарные пары постоянных электри-
ческих и магнитных диполей наподобие Янус-частиц [1, 2]. У таких частиц имеются два энантио-
морфных варианта конфигурации (дипольные моменты либо одинаково направлены, либо противо-
положно направлены), которые соответствуют не истинной, а так называемой «ложной» 
киральности [3]. Среда Теллегена обладает уникальным свойством: в отличие от остальных изо-
тропных сред она является невзаимной средой. Свойство невзаимности прослеживается уже при 
волновом распространении в безграничной среде Теллегена [4], однако более заметно оно проявля-
ется при отражении от границ [5, 6]. 

В данной работе рассматривается прохождение плоских монохроматических электромагнитных 
волн через плоскую поверхность, разделяющую два полупространства сопряжённых сред Теллеге-
на. Эти среды являются идентичными по составу и по материальным параметрам, но различаются 
знаками параметра невзаимности, вследствие чего прохождение волн сопровождается отражением 
от поверхности раздела сред. Подразумевается временной фактор ( )exp i t− ω , где ω  – круговая час-
тота, t  – время. Поверхность раздела сопряжённых сред представляет интерес по той причине, что 
если параметр магнитоэлектрической связи уменьшается до нуля, то она исчезает, а отражение пре-
кращается. Коэффициент отражения, следовательно, служит индикатором и мерой магнитоэлектри-
ческой активности. Для сред Пастера (киральных сред) аналогичное рассмотрение было проведено 
в работах [7, 8]. 

Постановка задачи, коэффициенты отражения и прохождения. Пусть плоскость 0z =  явля-
ется поверхностью раздела сопряжённых сред Теллегена. Область 0z < , в которой распространяют-
ся падающие и отражённые волны, характеризуется параметром невзаимности α , а область 0z >  – 
параметром −α . При отсутствии потерь в средах α  является действительной величиной. C целью 
упрощения аналитических выкладок электромагнитное поле описывается посредством приведён-
ных векторов напряжённостей = εe E , = μh H  и индукций = εd D , = μb B  с унифицирован-
ными размерностями, где E , H  и D , B  – канонические обозначения для векторов напряжённостей 
и индукций поля. Уравнения Максвелла и материальные уравнения для области 0z <  (в форме Дру-
де – Борна – Фёдорова) примут вид 
 1   ik −∇× = μe b , 1  ik −∇× = − εh d ,  0 ∇⋅ =d ,  0 ∇⋅ =b ; (1) 
 ( )  i= ε + α∇×d e e , ( ) i=μ − α∇×b h h , (2) 
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где величина k =ω εμ  имела бы смысл волнового числа в среде в отсутствие магнитоэлектриче-
ских включений, а в данном случае вводится просто для удобства. Применение материальных урав-
нений (2) является более предпочтительным для среды Теллегена, чем уравнений Поста, ибо в по-
следнем случае волновые числа собственных волн совпадают с величиной k  [9, 10]. 

Как и в общей биизотропной среде, здесь справедлива предложенная Бореном [9] декомпозиция 
электромагнитного поля на два поля круговой поляризации, называемых также «полями Бельтрами» 

1 1= εQ q  и 2 2= μQ q . В отличие от исходных полей Бельтрами 1Q  и 2Q  – приведённые поля 

1q  и 2q  обладают одинаковой размерностью. Для них декомпозиция Борена выглядит наиболее 
просто: 

 1 2iT= −e q q , 2 1iT= −h q q . (3) 
Безразмерный параметр T  является унимодулярной величиной, так что ( )expT i= θ , Imθ=0 . При 
несильной магнитоэлектрической активности композитной среды вещественный параметр θ  нахо-
дится из условия, что sinkα= θ . Из структуры формул (3) следует, что параметр T  имеет смысл 
приведённого (безразмерного) адмитанса поля 1q  и приведённого импеданса поля 2q . 

В результате декомпозиции (3) уравнения Максвелла (1) вместе с уравнениями связи (2) приво-
дятся к виду 
 1 1∇× = γq q , 1 0∇⋅ =q ; (4) 

 2 2∇× =−γq q , 2 0∇⋅ =q , (5) 

и приведённые поля Бельтрами удовлетворяют уравнению Гельмгольца 2 2
1,2 1,2 0∇ + γ =q q . Оба поля 

распространяются с единым волновым числом 
 coskγ = θ , (6) 

но имеют разные волновые импедансы 1 T∗η =η  и 2 Tη =η , где η= μ ε  и «∗» – символ комплекс-

ного сопряжения, т.е. ( )1 expT T i∗ −= = − θ . Связь между волновым числом γ  и волновыми импедан-
сами определяется формулами 

 ( ) 1
1,2k ik −

γ = η η± α . (7) 

Справедливо соотношение 1,2 2,1( ) ( )η −α =η +α , поэтому в сопряжённой среде Теллегена (область 
0z > ) поля Бельтрами обмениваются импедансами, но сохраняют первоначальный тип левой или 

правой круговой поляризации. 
Пусть волны распространяются в плоскости 0y = . На поверхность раздела они падают под уг-

лом ϕ  к нормали n  

 ( ) { } ( )11 , cos sin expi ix z i i q i= − ϕ,1, ϕ ⋅q rγ , (8) 

 ( ) { } ( )22 , cos sin expi ix z i i q i= ϕ,1,− ϕ ⋅q rγ , (9) 

где 1q , 2q  – известные фазоры, { },0,x z=r  – радиус-вектор точки наблюдения, { }sin ,0,cosi = γ ϕ ϕγ  – 
волновой вектор, верхний индекс « i » указывает на принадлежность к падающему полю. Структура 
полей (8), (9) определяется исходными уравнениями для полей Бельтрами (4), (5). В отражённом 
поле (верхний индекс « r ») присутствуют волны 

 ( ) { } ( )1 1, cos sin expr r rx z i i q i= ϕ,1, ϕ ⋅q rγ , (10) 

 ( ) { } ( )2 2, cos sin expr r rx z i i q i= − ϕ,1,− ϕ ⋅q rγ , (11) 

с волновым вектором { }sin ,0, cosr = γ ϕ − ϕγ , причём амплитуды отражённых волн 1
rq , 2

rq  связаны с 

величинами 1q  и 2q  посредством коэффициентов отражения 

 11 1 12 21
rq R q R q= + , 21 1 22 22

rq R q R q= + . (12) 
Прошедшие волны (верхний индекс « t ») записываются аналогично (8) и (9): 
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 ( ) { } ( )1 1, cos sin expt t tx z i i q i= − ϕ,1, ϕ ⋅q rγ , (13) 

 ( ) { } ( )2 2, cos sin expt t tx z i i q i= ϕ,1,− ϕ ⋅q rγ , (14) 

вводятся коэффициенты прохождения согласно формулам 

 11 1 12 21
tq Q q Q q= + , 21 1 22 22

tq Q q Q q= + . (15) 
Таким образом, отражённые поля характеризуются двухрядной матрицей отражения 

( )11 12
21 22

R R
R RR = , а прошедшие поля – двухрядной матрицей прохождения ( )11 12

21 22
Q Q
Q QQ = . 

На поверхности 0z =  должны выполняться граничные условия непрерывности касательных со-
ставляющих напряжённостей электрического и магнитного полей 

 
i r t
x x xe e e+ = , i r t

y y ye e e+ = ; i r t
x x xh h h+ = , i r t

y y yh h h+ = , (16) 
где для области 0z <  следует применять формулы (3), а для области 0z >  в них следует заменить 
T  величиной T∗ . В результате учёта формул (12) и (15) отсюда следует система четырёх алгебраи-
ческих уравнений: 

 ( ) ( ) ( ) ( )11 11 21 21 1 12 12 22 22 21 0R Q i TR T Q q R Q i T TR T Q q∗ ∗⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − − + − − + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, (17) 

 ( ) ( ) ( ) ( )21 21 11 11 1 22 22 12 12 21 0R Q i T TR T Q q R Q i TR T Q q∗ ∗⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − + + − − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, (18) 

 ( ) ( ) ( ) ( )11 11 21 21 1 12 12 22 22 21 0R Q i TR T Q q R Q i T TR T Q q∗ ∗⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − + − + − − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, (19) 

 ( ) ( ) ( ) ( )21 21 11 11 1 22 22 12 12 21 0R Q i T TR T Q q R Q i TR T Q q∗ ∗⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − − − − − − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. (20) 

Первичные падающие волны Бельтрами (8) и (9) могут возбуждаться раздельно. Полагая в 
уравнениях (17)–(20) сначала 2 0q = , а затем 1 0q = , получим две системы уравнений для отыскания 
всех коэффициентов отражения, прохождения и трансформации волн. В первом случае находим, 
что 
 11 0R = , 21 sinR = − θ , 11 cosQ T= θ , 21 0Q = . (21) 
Во втором случае соответственно имеем 
 12 sinR = θ , 22 0R = , 12 0Q = , 22 cosQ T= θ . (22) 

Коэффициенты отражения для ортогонально поляризованных волн Бельтрами равны по абсо-
лютной величине, но имеют противоположные знаки. Для полученных коэффициентов выполняют-
ся энергетические соотношения: 

 2 2
11 21 1Q R+ = , 2 2

22 12 1Q R+ = . (23) 
Таким образом, прохождение какой-либо (левой или правой) плоской волны Бельтрами через 

поверхность раздела сред происходит без изменения направления распространения, но сопровожда-
ется возбуждением в отражённом поле сопутствующей ортогонально поляризованной волны Бельт-
рами (соответственно, правой или левой). 

Доля отражённой энергии является фактически мерой невзаимности, она не зависит от угла па-
дения, начинается с нуля и нарастает с увеличением магнитоэлектрической связи. Полное отраже-
ние достигается при значении параметра невзаимности α =π εμ . В этом случае поверхность раз-
дела сред ведёт себя подобно идеально отражающему экрану. Действительно, если поверхностный 
импеданс отражающего экрана равен нулю, что соответствует электрической стенке, то отражение 
происходит с коэффициентом 12R iT=  [6], т.е. коэффициенты 12R  являются унимодулярными и 

различаются только по фазе для критического значения α =π εμ . 
Заключение. Невзаимность биизотропной среды Теллегена обнаруживается при прохождении 

собственных волн этой среды через плоскую поверхность раздела между двумя геометрически зер-
кально сопряжёнными средами Теллегена. При ненулевом значении параметра невзаимности часть 
энергии подводимой к поверхности раздела сред волны не проходит в сопряжённую среду, а отра-
жается посредством сопутствующей волны Бельтрами, которая характеризуется не только ортого-
нальной поляризацией, но и иным волновым импедансом. 
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Fisanov V.V. 
Plane-wave transmission through an interface between conjugated Tellegen media 
 
Interaction phenomena with plane interface of conjugated bi-isotropic Tellegen media are considered for plane 
circularly polarized eigenwaves (electromagnetic Beltrami waves). Transmission of a plane Beltrami wave 
through an interface takes place without inclination from the angle of incidence and accompanies the excitation 
of the orthogonally polarized plane Beltrami wave in the reflected field. 
Keywords: conjugate bi-isotropic Tellegen media, dielectric permittivity, magnetic permeability, nonreciprocity 
parameter, electromagnetic Beltrami fields, wave impedances, wave number, homogeneous plane waves. 
 
 


