
Е.Е. Слядников, И.Ю. Турчановский. Математическая модель неравновесных структурных переходов  

Доклады ТУСУР, 2026, том 29, № 2 

85 

 

УДК 621.36.41   

Шифр специальности ВАК: 1.2.2  
 

Е.Е. Слядников, И.Ю. Турчановский 
 

Математическая модель неравновесных структурных переходов  
в аморфных металлических сплавах  
при термомеханических воздействиях  
 

Актуальность. Выявление физической природы и механизмов изменения внутренней структуры аморфных ме-

таллических сплавов при воздействии на них инфразвуком в настоящее время представляет значительный инте-

рес и является актуальным направлением исследований. Цель исследования. Формулировка математической мо-

дели влияния термомеханического воздействия на неравновесные структурные переходы в аморфных металли-

ческих сплавах при воздействии инфразвуком. Методы. Для моделирования влияния термомеханического воз-

действия на структурные переходы использован метод кинетических уравнений для параметра превращения, 

температуры, механического напряжения. С помощью метода конечных разностей система кинетических урав-

нений дискретизирована и выполнены численные расчеты модельных задач. Научная новизна. В работе пред-

ставлена новая модель влияния термомеханического воздействия на изменение внутренней структуры аморфных 

сплавов. Результаты. Полученные на основе представленной в работе математической модели результаты рас-

четов методом конечных разностей позволяют объяснить физические механизмы, а также причины и условия 

последовательности структурных переходов в рассматриваемой системе. Это, в свою очередь, позволяет объяс-

нить экспериментально полученную закономерность изменения внутренней структуры материала при инфразву-

ковом воздействии. Практическая значимость. Полученные результаты формируют новые представления о 

физической природе процессов изменения внутренней структуры материалов при термомеханическом воздей-

ствии, которые могут быть использованы в электронике, материаловедении для совершенствования известных и 

создания новых приборов и материалов. Правила изменения состояний клеточного автомата могут быть исполь-

зованы для развития метода клеточных автоматов на неравновесные структурные переходы в аморфных метал-

лических сплавах.   
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Введение 
Современные аморфные материалы являются 

неоднородными на многих структурных уровнях, 
начиная с субнаноструктурного уровня и нанострук-
турного уровня [1–3]. Экспериментально установ-
лено, что физические и механические свойства 
аморфных материалов зависят и контролируются 
субнано-, нано- и микроструктурой, формируемой во 
время протекания сложных неравновесных структур-
ных переходов, стимулированных термомеханиче-
скими воздействиями [4–7].  

В работах [4–6] образцы аморфной тонкой ленты 
подвергали 10-минутному воздействию инфразвука, 
обладающего частотой 20 Гц при амплитуде смеще-
ний 1  и 4 мкм в условиях поддержания постоянной 
температуры T0 = 25 °С. При амплитуде смещения  
1 мкм аморфная структура образца практически не 
изменяется, а при амплитуде смещения 4 мкм в 
аморфной матрице обнаружены кристаллические 
кластеры с размерами 3–5 нм [4–6]. Увеличение про-
должительности воздействия до 2 ч увеличивает раз-
мер кристаллических нанокластеров, а воздействие в 
течение 4 ч приводит к возникновению микрокри-
сталлической структуры, состоящей из зерен различ-
ных кристаллографических ориентаций [7]. Физиче-
ская природа и механизмы такого влияния инфразву-
ковых колебаний на изменение внутренней струк-
туры аморфного металлического сплава (нанокри-
сталлизацию и полимикрокристаллизацию) оста-
ются неясными. 

Поэтому для системного развития технологий 

создания новых аморфных металлических материа-

лов, обладающих уникальными физическими, меха-

ническими свойствами и широко применяемых в 

электронике для создания высокоэффективных 

трансформаторов, миниатюрных дросселей, датчи-

ков тока, а также легких и ударопрочных корпусов 

для мобильных устройств, необходимо понимание 

физики протекающих процессов и математическое 

моделирование кинетики сложных неравновесных 

структурных переходов. 

В работах [8–10] была высказана гипотеза о фи-

зическом механизме нанокристаллизации, сформули-

рованы феноменологическая кинетическая модель, 

физическая причина и условия неравновесного пере-

хода первого рода в металлической пленке из аморф-

ного состояния в наноструктуру, стимулированного 

инфразвуком.  

Однако феноменологическая модель применима 

для описания процессов на микроскопическом и мил-

лиметровом структурном уровне. А реальное возник-

новение нанокристаллов происходит на субнано-

структурном и наноструктурном уровне, поэтому для 

исследования этого процесса неравновесного пере-

хода первого рода в наносистеме и верификации ги-

потезы, механизма и модели нанокристаллизации [8–

10] необходимо применение теоретических методов 

исследования и численного моделирования. 
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Согласно классификации [11], компьютерное 

моделирование различных процессов в аморфных 

материалах содержит, в частности, статистические 

[12], детерминированные [13], кинетические [14] 

подходы. В этих моделях субнано-, нано- и микро-

структура делается дискретной с помощью решетки 

ячеек, причем границы, разделяющие различные эле-

менты субнано-, нано- и микроструктуры (например, 

субнанокластеры с кристаллическим ближним по-

рядком, нанокластеры с кристаллическим порядком, 

микрозерна с кристаллическим порядком), являются 

резкими, что приводит к существенным вычисли-

тельным сложностям. 
Для преодоления этих сложностей в данной ра-

боте предлагаются математическая и вычислитель-
ная модели кинетики сложного неравновесного 
структурного перехода с образованием новой суб-
нано-, нано- и микроструктуры, стимулированного 
термомеханическим воздействием. Ключевая осо-
бенность модели неравновесных структурных пре-
вращений [8–10], описываемых параметрами превра-
щения, состоит в том, что границы различных эле-
ментов нано- и микроструктуры (нанокластеров и 
микрозерен) являются размытыми (диффузными), 
т.е. гладкими, что приводит к существенному упро-
щению вычислений. 

На основе предложенной вычислительной мо-

дели предлагается развить вычислительный метод 

клеточных автоматов [15] для исследования кинетики 

сложного неравновесного структурного перехода в 

аморфных металлических сплавах, стимулирован-

ного термомеханическим воздействием. Поскольку 

вычислительная модель описывает конкретную кине-

тику неравновесного структурного превращения 

аморфное – нанокристаллическое – полимикрокри-

сталлическое состояние, то она позволяет сформули-

ровать конкретные правила к модели клеточных авто-

матов, описывающей этот сложный процесс на раз-

личных пространственно-временных масштабах 

(субнано, нано, микро). 

Математическая модель сложного  

неравновесного структурного перехода  

в аморфных металлических сплавах 

Характерная особенность аморфных металличе-

ских сплавов (АМС), обладающих некристалличе-

ским ближним порядком (БП), – первоначальная не-

однородность на субнано-, наноструктурном уров-

нях. Существуют зоны (субнано- и нанокластеры и 

т.д.), обладающие избыточным свободным объёмом 

(ИСО). Изначально АМС находятся в неравновесном 

состоянии. Внешние термомеханические воздей-

ствия приводят к изменению как субнано-, нано-

структуры, так и формированию микроструктуры. 

Материалы с новыми субнано-, нано-, и микрострук-

турами обладают уникальными физическими и меха-

ническими свойствами. Какой физический механизм 

формирования таких структур? Очевидно, что при 

термомеханическом воздействии в АМС протекают 

неравновесные структурные переходы (НСП), кото-

рые являются универсальным физическим механиз-

мом изменения структуры и свойств материалов. 

Неупругая, пластическая деформация АМС на 

различных стадиях, стимулированная термомехани-

ческим воздействием, представляет собой упорядо-

ченную по времени взаимосвязанную последователь-

ность НСП первого рода [8–10], протекающих в си-

стеме зон, обладающих ИСО, на различных про-

странственно-временных уровнях. 

Внесенная в систему энергия (работа внешних 

сил, переданное из внешней среды тепло) создает не-

устойчивость первоначального стационарного состо-

яния системы зон с начальным ближним и средним 

порядком, относительно НСП первого рода в новое 

стационарное состояние системы зон с новым ближ-

ним и средним порядком, ориентированным в 

направлении механического поля. Новое стационар-

ное состояние может иметь более низкое значение 

свободной энергии, чем первоначальное состояние, 

поэтому оно может быть глобально устойчивым. Од-

нако новое стационарное состояние может иметь бо-

лее высокое значение свободной энергии, быть 

неравновесным и существовать, пока есть поток 

энергии в систему из внешней среды. Неравновесный 

переход зон сопровождается неупругой деформацией 

зон (возникают зоны неупругой деформации) и по-

глощением скрытой энергии превращения первого 

рода. Согласно закону сохранения энергии, работа 

внешних сил, затраченная на неупругую деформацию 

зон, идет на увеличение кинетической энергии ча-

стиц (увеличение температуры) зон и на увеличение 

потенциальной энергии взаимодействия частиц (по-

глощение скрытой энергии превращения) зон. После 

прекращения внешнего воздействия начинается про-

цесс релаксации системы зон из неравновесного ста-

ционарного состояния в состояние статистического 

равновесия.  

При термомеханическом воздействии пере-

стройка атомов БП, сопровождающаяся неупругой 

деформацией, происходит как путем локальной тер-

мической флуктуации, так и путем локальной меха-

нической активации. Механизмом НСП первого рода 

является взаимодействие перестроенных зон, кото-

рое возникает, когда их концентрация становится до-

статочно большой при достижении критического зна-

чения плотности энергии термомеханического воз-

действия. То есть неупругая деформация образца не 

может быть результатом независимых перестроек 

зон. Перестройки зон стремятся к корреляции. Когда 

происходит перестройка зоны в данном месте об-

разца, вероятность следующего события с перестрой-

кой зоны должна быть выше в месте, близком к месту 

первоначального события. Неупругая деформация 

образца – кооперативный процесс. 

Рассмотрим простую макроскопическую си-

стему – металлический стержень, находящийся в со-

стоянии аморфного стекла, к которому прикладыва-

ется одноосное механическое напряжение и подво-

дится (отводится) тепло. Мысленно разобьем макро-

скопическую систему на наноразмерные подси-

стемы, содержащие большое количество кластеров 

БП с ИСО. При НСП первого рода кластер БП с ИСО 
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испытывает неупругую перестройку, ориентирован-

ную в направлении одноосной деформации. Введем 

безразмерную величину, характеризующую струк-

турное состояние наноразмерной подсистемы, кото-

рая называется параметром БП [8–10]. В начальном 

состоянии стекла величина η  равна нулю, а в конеч-

ном нанокристаллическом состоянии величина η  

равна единице.  

Начальное и конечное состояния подсистемы яв-

ляются локально устойчивыми и разделены энергети-

ческим барьером. Подсистема в состоянии аморф-

ного стекла характеризуется температурой перехода 

первого рода сT  и температурой абсолютной неус-

тойчивости начального состояния 2T , причем 2 cT T . 

Чтобы начальное состояние, например, при 

начальной температуре 0T , стало абсолютно не-

устойчивым, подсистема должна получить критиче-

ское количество тепла, равное c 2 0( )VQ С T T  . При 

механическом воздействии критическое значение ра-

боты внешних сил, связанное с неупругой деформа-

цией, при котором начальное состояние становится 

абсолютно неустойчивым, равно c in in

0

σ(ε ) εA d


  ,  

ξ – неупругая деформация насыщения. При совмест-

ном термомеханическом воздействии на изменение 

устойчивости начального состояния подсистемы вли-

яет сумма работы внешних сил и количества тепла от 

внешнего источника 
inε

in in
0 0

σ(ε ) ε
t

d Qdt  . 

Для такой простой модели свободной энергии 

системы F однородное уравнение Ландау–Халатни-

кова для эволюции параметра БП примет вид 

       
*

η
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τ Q

d

t
F

d E
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


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
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1

η [1 ]
2

t

d Qdt

A Q
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 
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       η η( σξ )
0 1 σητ ( ,σ) τ Θ(σ σ ) τ

E V kT
T e

 
    ,      (2) 

где ηE  – энергия активации тепловой флуктуации;  

σ  – абсолютная величина механического напряже-

ния; ηV  – активационный объем кластера, испытав-

шего атомную перестройку; 
1 13

0 0τ ω 10
   Гц, t – 

время теплового воздействия; 1Θ(σ σ )  – тета-функ-

ция; 1σ  – предел упругости; στ  – характерное время 

механически активированной перестройки атомов 

БП; ητ ( ,σ)T  – время релаксации, которое содержит 

два члена: «термофлуктуационный» и «механически  

активированный» [8, 9]. Когда плотность энергии 

термомеханического воздействия достигает критиче-

ского значения, начальное состояние становится аб-

солютно неустойчивым η , происходит конденсация 

зон деформации с кристаллическим БП, возникает 

нанокристаллическое состояние. 

Однородное уравнение баланса тепла с учетом 

тепловыделения имеет вид  

νξσ η
η

V
F

C T Q W Q
 

     
 

,  

2

*
Q

1
νξσ η Γ νξσ

η η

F F
W

E

      
              

,       (3) 

где VC  – удельная теплоемкость, T  – абсолютная 

температура; Q   – мощность внешнего теплового ис-

точника. Сумма скорости изменения свободной энер-

гии η
η

F



 при неравновесном процессе и доли ско-

рости совершения работы неупругой деформации 

inνζση νσε 0   определяет скорость диссипации 

энергии W  (3). Величина ν , изменяющаяся от нуля 

до единицы, характеризует долю работы неупругой 

деформации, которая превращается в тепло. 

Сумма упругой и неупругой деформации [8–10] 

формирует полную деформацию одномерного об-

разца : 

el in elε ε ε ε ξη    ,  
ε( ) 1 σ( ) η( )

ξ
μ

d t d t d t

dt dt dt
  .  (4) 

При ε const , ε 0  уравнение (4) редуцируется 

в уравнение 

σ( ) ε( ) η( )
μ[ ξ ]

d t d t d t

dt dt dt
  ,   ε const , 

σ( ) η( )
μξ

d t d t

dt dt
  ,     

σ(η)
μξ

η

d

d
  ,           (5)

el el inσ(η) σ(0) ξμη μ(ε ξη) μ(ε ε )      ,     (6) 

где ν  – модуль упругости. Если НСП ( η 0 )  отсут-

ствует, механическое напряжение увеличивается 

пропорционально деформации. При критическом 

значении термомеханического воздействия в точке 

1ε  протекает структурное превращение ( η 1 ),  

возникает неупругая деформация 2ε (η 1) ξ   и про-

исходит сброс механического напряжения на вели-

чину ξμ . 

При дальнейшем увеличении термомеханиче-

ского воздействия эволюция структуры системы, ис-

пытывающей сложное неравновесное структурное 

превращение первого рода аморфное состояние – 

нанокристаллическое состояние – полимикрокрис-

талл, может быть описана следующим образом. Рас-

смотрим простую макроскопическую систему – ме-

таллический стержень, находящийся в нанокристал-

лическом состоянии, к которому прикладывается од-

ноосное механическое напряжение и подводится (от-

водится) тепло. Мысленно разобьем макроскопиче-

скую систему на микроразмерные подсистемы, со-

держащие некоторое количество критических крис-
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таллических зародышей – критических нанокристал-

лов. Для описания НСП первого рода в микроразмер-

ной подсистеме из начального состояния с несколь-

кими критическими нанокристаллами в конечное по-

лимикрокристаллическое (зернистое) состояние при 

термомеханическом воздействии введем набор пара-

метров порядка η ( , ) η ( , )i i ir t r r t  , i = 1, 2, 3, …, I, 

где I – число параметров порядка, равное числу кри-

тических зародышей. Пусть для определенности па-

раметр порядка η ( , )i r t  описывает i-е кристалличе-

ское зерно с i-й кристаллографической ориентацией. 

Эта величина может принимать действительные зна-

чения из интервала от 0 (нанокристаллическое состо-

яние) до 1 (кристаллическое состояние всего микро-

зерна). Например, 1 1η ( ,0) 1r r   означает, что в 

начальный момент времени кристаллический заро-

дыш первого зерна в окрестности точки r1 имеет кри-

сталлографическую ориентацию 1, а 2 2η ( ,0) 1r r   

означает, что в начальный момент времени кристал-

лический зародыш второго зерна в окрестности точки 

r2 имеет кристаллографическую ориентацию 2. В 

приграничной области между зерном 1 с ориента-

цией 1 и зерном 2 с ориентацией 2 соответствующие 

параметры порядка будут иметь значения между 1 и 

0. Тогда функционал полной свободной энергии та-

кой подсистемы, содержащей I зерен, имеет вид 

 1 2[η( , )] (η ( , ), η ( , ),...η ( , ))IV
F r t f r t r t r t    

2

1

[ η ( , )]
2

I

i
i

Di r t dV



   ,                   (7) 

где [η( , )]F r t  – функционал полной свободной энер-

гии подсистемы, содержащей объемную и поверх-

ностную (градиентную) энергию; 1 2(η ( , ),η ( , ),f r t r t  

..., η ( , ))I r t  – плотность объемной свободной энергии 

подсистемы; Di – коэффициенты градиентной энер-

гии подсистемы, V – объем подсистемы. Градиент-

ный член имеет физический смысл энергетического 

штрафа на неоднородности поля параметра превра-

щения, которая возникает на границе зерна. Поверх-

ностная свободная энергия связана с наличием диф-

фузной (размытой) границы зерна. 

Релаксационная кинетика параметров порядка, а 

следовательно, и кинетика миграции межзеренных 

границ описывается системой уравнений Ландау–Ха-

латникова 

1 2η ( , ) [η ( , ),η ( , )...]
γ

η ( , )

i
i

i

r t F r t r t

t r t

 
  

 
 

=
21 2(η ,η ...)

γ { η }
η

i i i
i

f
D


  


,    i = 1, 2, 3, …, I,   (8) 

γi – коэффициент релаксации подсистемы, описыва-

ющий мобильность границ зерен. Для системы, со-

держащей I зерен и испытывающей сложное нерав-

новесное структурное превращение первого рода, 

выберем плотность объемной свободной энергии в 

виде [8–10]  

4 * 3 * 2
1 *

1

ξση1 1 1
(η ,...η ) η (1 η )η η η

4 3 2

I
i

I i i i i i
i Q

f
E

 
      
  

 

2 2

1

λ η η
I I

i j
i j i 

   ,                           (9) 

где λ – константа ингибирующего взаимодействия 

различных параметров порядка, η*
i – параметр нерав-

новесности системы в окрестности точки ri, 
*
QE – 

скрытая энергия структурного превращения, причем 
*ξσ/ 1QE   [10]. Значения феноменологических па-

раметров и коэффициенты градиента энергии опре-

деляют энергию границ зерен (7) и толщину границ. 

Из (9) видно, что свободная энергия имеет 2I потен-

циальных минимумов, которым соответствуют ста-

ционарные состояния зерен. При фиксированных 

значениях феноменологических параметров можно 

определить как энергию границы раздела, так и ши-

рину границы, которые регулируются путем измене-

ния коэффициентов градиентной энергии. Чем 

больше коэффициент градиентной энергии, тем 

больше ширина границы. Когда коэффициент гради-

ентной энергии стремится к нулю, толщина границы 

становится бесконечно тонкой. Используя выраже-

ния (8), (9) получим соответствующую систему кине-

тических уравнений Ландау–Халатникова, описыва-

ющих сложное неравновесное превращение первого 

рода: 

*

*

η ( , ) ξσ
γ {η (η η )(η 1)i

i i i i i

Q

r t

t E


     


 

2 22λη η η }
j i

I

i j i iD


   .                  (10) 

Для I = 1 одно уравнение эволюции описывает кине-

тику роста и миграции границы одного зерна с обра-

зованием мономикрокристалла, когда I >> 1, набор 

уравнений описывает кинетику роста и движения 

границ I зерен с образованием полимикрокристалла.  

Численное моделирование НСП первого рода 

с образованием микроструктуры 
Выполним численное моделирование НСП пер-

вого рода с образованием полимикрокристалла, опи-

сываемого системой уравнений (10); для набора па-

раметров порядка необходимо сделать ряд шагов: 

– определить физически адекватный набор пара-

метров порядка для моделирования сложного нерав-

новесного структурного перехода; 

– сформулировать полную свободную энергию 

системы как функционал набора параметров порядка, 

которая правильно описывает ее термодинамическое 

поведение; 

– выбрать значения феноменологических коэф-

фициентов, входящих в кинетические уравнения, из 

экспериментальных данных или фундаментальных 

расчетов; 

– ввести соответствующие начальные и гранич-

ные условия для численного решения кинетических 

уравнений. 
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Для численного решения системы кинетических 

уравнений (10) необходимо провести их дискретиза-

цию в пространстве координат и на временной оси. 

Например, для одномерного образца оператор 

Лапласа может быть представлен в конечных разно-

стях в виде 
2

2 2

1
η( ) [η( ) η( ) 2η( )],

( )
x x x x x x

x x


     

 
   (11) 

где x  является длиной ячеек, на которые разбит об-

разец. Для дискретизации времени запишем частную 

производную по времени в конечных разностях  

η( ) η( ) η( )t t t t

t t

  


 
,                 (12) 

где t  – временной шаг.   

Входящие в кинетические уравнения (10) кон-

станты γi  и Di имеют размерность с–1 и м2 соответ-

ственно. Значения этих величин зависят от длины од-

номерной подсистемы и длины критического заро-

дыша. Выберем длину критического зародыша рав-

ной 10 нм, а величину 5iD   нм  равной половине 

длины критического зародыша. Размер ячейки x  не 

может быть больше длины критического зародыша. 

Выберем длину ячейки x = 10 нм. Тогда длина под-

системы, разбитой на 50 ячеек, составит  L= 500 нм.   

Уравнения (10) можно сделать безразмерными, 

введя безразмерное время γ /150it t  и безразмер-

ную координату /x x L , а также безразмерный па-

раметр 2/ 0,0001iD D L  . Для применимости 

схемы расчета должно выполняться условие 
2/ ( ) 1t x   . 

Для простоты и наглядности все численные ре-

зультаты были получены для одномерной безразмер-

ной системы уравнений (10), используя схему дис-

кретизации (11), (12) с конкретными значениями фе-

номенологических констант γi = 150 (независимость 

коэффициента от i – изотропная мобильность границ 

зерен); Di = 0,0001 (независимость коэффициента от  

i – изотропная энергия границ зерен); λ = 20, 
* *
1 2η η 0,25,  σ 0i  . Одномерный образец длиной 

1 разбивался на 50 ячеек длиной 0,02. Характерное 

время релаксации подсистемы 150 / γi , выбранное за 

единицу, разбивалось на 2500 интервалов длиной 

0,0004. Начальное условие для параметра порядка 1 

выбиралось η1(x, 0) = 0, и для параметра порядка 2 

выбиралось η2(x, 0) = 0. Граничное условие для пара-

метра порядка 1 выбиралось η1(0, t) = 1, а для пара-

метра порядка 2 выбиралось η2(50, t) = 1.  

Выбор таких граничных условий физически 

означает, что на левой и правой границах образца воз-

никли критические зародыши – нанокристаллы. Для 

перечисленных выше начальных, граничных условий 

и феноменологических коэффициентов после 2500 

шагов по времени получились профили для пара-

метра порядка 1 (рис. 1, а) и для параметра порядка 2 

(см. рис. 1, б).  

 

 
а 

 
 

 
б 

Рис. 1. Зависимость профиля параметра порядка  

от пространственной координаты, выраженной в ячейках 

разбиения, после 2500 шагов по времени: 

а – с ориентацией 1 зерна 1; б – с ориентацией 2 зерна 2 

 

Для визуализации эволюции микроструктуры 

образца, состоящего из двух зерен с ориентацией 1 и 

2, и описываемой двумя параметрами порядка, ис-

пользовалась функция  
2 2
1 2Ψ( , ) η ( , ) η ( , )x t x t x t  .                  (13) 

Зависимость этой функции от пространственной 

координаты после 2500 шагов по времени показана 

на рис. 2.  

Результаты численных расчетов позволяют сде-

лать вывод, что возникшие в аморфной матрице кри-

тические нанокристаллы различных кристаллогра-

фических ориентаций сначала растут, а когда их гра-

ницы соприкасаются, рост зерен прекращается и воз-

никает полимикрокристаллическая структура.  
 

 

Рис. 2. Микроструктура образца 
2 2
1 2Ψ( ) η ( ) η ( )x x x  ,  

состоящего из двух зерен с ориентацией 1 и 2,  

и описываемая двумя параметрами порядка,  

после 2500 шагов по времени 
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Вычислительный алгоритм к модели  

клеточных автоматов 
Результаты дискретизации и численного иссле-

дования одномерной системы дифференциальных 
уравнений для физических переменных (на примере 
полей параметров порядка, температуры, напряже-
ния), описывающих сложный неравновесный пере-
ход первого рода нанокристаллическое состояние – 
полимикрокристалл, позволяют сформулировать вы-
числительный алгоритм к модели клеточных автома-
тов, описывающей этот сложный процесс на различ-
ных пространственно-временных масштабах (суб-
нано, нано, микро):  

1. Задать поля температуры ( , )T t x , параметров 

порядка η ( , )i t x , напряжения σ( )t , в которых коорди-

ната автомата x  меняется дискретно с шагом x , а 

время – с шагом t . Автомат, расположенный слева 

от автомата с координатой x , имеет координату 

x x , а автомат, расположенный справа от автомата 

с координатой x , имеет координату x x . В отли-

чие от вычислительной модели (10)–(13) в модели 
клеточных автоматов каждая клетка автомата опреде-
ляет ячейку пространства, в которой параметр по-
рядка, температура, напряжение меняются дискретно.  

2. Кроме полей температуры, параметров по-
рядка, напряжения, в каждой ячейке клеточного авто-
мата необходимо вычислить значения различных ви-
дов свободной энергии системы, параметра неравно-

весности *η ( ,σ)i T .  

3. Используя дискретизацию одномерного диф-
ференциального уравнения Ландау–Халатникова, за-
дать правило изменения параметра порядка в клетке 
автомата со временем  

η ( , ) η ( , )i ix t t x t    *2γ η ( , )(η ( , ) η )
ii i it x t x t     

2

*

ξσ
(η ( , ) 1) 2λη ( , ) η

I

i i j
j iQ

x t x t
E 

      

  2
[η ( , ) η ( , ) 2η ( , )]

( )

i
i i i

D
x x t x x t x t

x
    


.  (14) 

4. Переход автомата в состояние с новым значе-
нием параметра порядка возможен при условиях, 
если хотя бы один из его соседей уже находится в 
кристаллическом состоянии, а параметр неравновес-
ности превышает критическое значения. 

5. Используя дискретизацию одномерного диф-
ференциального уравнения теплопроводности, за-
дать правило изменения температуры в клетке авто-
мата со временем:  

( , ) ( , )T x t t T x t    

2

α
[ ( , ) ( , ) 2 ( , )]

( )

t
T x x t T x x t T x t

x


      


 

η 2
τ

[η ( , ) η ( , )]
T

i i

Q
x t t x t

t
  


.             (15) 

Здесь α – коэффициент температуропроводности;  
QT – скрытая энергия превращения первого рода на 
единицу объема, выраженная в единицах темпера-
туры; QT = Q/c·ρ, с – теплоемкость [Дж/кг·K]; ρ – 
плотность АМС [кг/м3]; Q – скрытая энергия превра-
щения первого рода на единицу объема [Дж/м3]. 

6. Если задана (фиксирована) полная деформа-

ция одномерного образца ε = εупр+εнеупр, то механиче-

ское напряжение зависит от времени и вычисляется 

по формуле  

упр
1

ξ
σ( ) ε ( ) [ε η ( )]

I

i
i

t E t E t
I



    .          (16) 

Заключение 
Сформулирована физико-математическая мо-

дель для сложного неравновесного перехода первого 

рода аморфное состояние – нанокристаллическое со-

стояние – полимикрокристалл (описываемого с помо-

щью системы уравнений Ландау–Халатникова для 

набора различных параметров порядка). Основная 

черта этой модели состоит в учете конечной ширины 

границы между зернами, энергии межзеренных гра-

ниц, температуры, механического напряжения, а 

также учете ингибирующего взаимодействия между 

соседними параметрами порядка, что приводит к са-

мосогласованной эволюции микроструктуры аморф-

ного сплава без отслеживания движения межзерен-

ных границ. Проведена дискретизация модели и вы-

полнены численные расчеты модельных задач. 

В рамках предложенной модели изменение внут-

ренней структуры материала при увеличении вре-

мени механического воздействия [5–7] происходит 

путем реализации упорядоченной последовательно-

сти структурных превращений первого рода, проте-

кающих на различных пространственно-временных 

уровнях. 

При малой продолжительности механического 

воздействия перестройка атомов БП, сопровождаю-

щаяся неупругой деформацией, происходит путем ло-

кальной механической активации [8–10].  

Механизмом НСП первого рода является взаи-

модействие перестроенных зон, которое возникает, 

когда их концентрация становится достаточно боль-

шой. Если плотность энергии механического воздей-

ствия достигает первого критического значения, то 

происходит конденсация зон деформации с кристал-

лическим БП, возникает нанокристаллическое со-

стояние. 

При продолжении механического воздействия 

нанокристаллы растут, и некоторые из них достигают 

размеров критического зародыша. При дальнейшем 

увеличении длительности механического воздей-

ствия, когда плотность энергии механического воз-

действия достигает второго критического значения, 

критические нанокристаллы начинают нормальный 

рост, при этом выделяется скрытая теплота превра-

щения первого рода, которая и обеспечивает само-

произвольное развитие процесса кристаллизации. В 

результате роста зерен с различной кристаллографи-

ческой ориентацией формируется полимикрокри-

сталлическая структура.  

Таким образом, предложенная в работе матема-

тическая модель качественно описывает закономер-

ное изменение внутренней структуры аморфных 

сплавов при увеличении длительности механичес-

кого воздействия, наблюдаемое экспериментально 

[5–7]. 
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Результаты численного исследования модели ки-
нетики неравновесных переходов первого рода в 
аморфных металлических сплавах при термомехани-
ческих воздействиях позволили сформулировать вы-
числительный алгоритм к модели клеточных автома-
тов, описывающей этот сложный процесс на различ-
ных пространственно-временных масштабах (суб-
нано, нано, микро). 

Сложный неравновесный структурный переход 
в АМС (как упорядоченная последовательность про-
стых неравновесных переходов на различных про-
странственно-временных масштабах) может описы-
ваться как процесс в связанной системе моделей кле-
точных автоматов, соответствующих субнано-, нано-, 
микропространственно-временным масштабам. 
Ячейки клеточных автоматов имеют размеры суб-
нано-, нано-, микрометров. Универсальными пара-
метрами ячеек, описывающими процессы на различ-
ных масштабных уровнях, являются соответствую-
щие параметры порядка (ближнего порядка с ячейкой 
0,3·10–9 м, среднего порядка с ячейкой 10·10–9 м, мик-
роскопического порядка с ячейкой 500·10–9 м и т.д.). 
В качестве правила изменения состояния клетки по 
параметру порядка разумно использовать дискрети-
зированное уравнение Ландау–Халатникова, в кото-
рые входит фундаментальная величина – свободная 
энергия как функция соответствующих параметров 
порядка. На каждом структурном уровне свободная 
энергия включает энергию соответствующих струк-
турных объектов и их взаимодействия. Наличие 
начальных структурных особенностей для каждого 
масштабного уровня (кластеры БП с ИСО, критиче-
ские нанокристаллы, межзеренные границы и т.д.) 
определяют начальные и граничные условия к урав-
нениям Ландау–Халатникова.  

Работа выполнена в рамках государственного за-
дания Минобрнауки России для Федерального ис-
следовательского центра информационных и вычис-
лительных технологий. 
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Mathematical model of non-equilibrium structural  

transitions in amorphous metal alloys under  

thermomechanical loading 

 

Relevance. The identification of the physical nature and mech-

anisms of internal structural changes in amorphous metal alloys 

under infrasound exposure is of considerable scientific interest. 

Purpose of the study. The aim of this study is to formulate a 

mathematical model describing the effect of thermomechanical 

loading on nonequilibrium structural transitions in amorphous 

metal alloys subjected to infrasound exposure. Methods. To 

simulate the effect of thermomechanical loading on structural 

transitions, the method of kinetic equations was employed for 

the transformation parameter, temperature, and mechanical 

stress. The system of kinetic equations was discretized using the 

finite difference method, and numerical calculations were per-

formed for benchmark model problems. Scientific novelty. This 

work presents a novel model of the effect of thermomechanical 

loading on changes in the internal structure of amorphous al-

loys. Results. A mathematical model (a system of kinetic equa-

tions) and numerical calculations using the finite difference 

method reveal the physical mechanisms, causes, and conditions 

of the sequence of structural transitions and explain the experi-

mentally obtained pattern of changes in the internal structure of 

a material under infrasound action. Rules for changing the 

states of a cellular automaton in a cellular automaton model. 

Practical significance. The findings contribute new insights 

into the physical nature of internal structural transformation 

processes in materials subjected to thermomechanical loading. 

These results can be used in electronics and materials science 

to improve existing devices and materials, as well as for the de-

velopment of novel ones. The state transition rules of the cellu-

lar automaton can be extended to the study of nonequilibrium 

structural transitions in amorphous metallic alloys, thereby ad-

vancing the cellular automaton method in this domain. 

Keywords: mathematical model, numerical calculation, amor-

phous metal alloys, internal structural changes, infrasound. 
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