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Значимость компьютерного моделирования при 

разработке новых антенных элементов и систем по-

стоянно возрастает. Его применение при проектиро-

вании антенн позволяет предсказать их характери-

стики и сравнить различные варианты конструктор-

ских решений. В результате этого уменьшается 

необходимость в проведении большого числа физи-

ческих экспериментов, что способствует повыше-

нию качества и ускорению процесса разработки, а 

также снижению его стоимости. Поэтому в настоя-

щее время широко применяются системы автомати-

зированного проектирования (САПР), основанные 

на численных методах электродинамики [1, 2]. При 

этом широко распространено использование метода 

моментов (МоМ) [3, 4]. Его привлекательность обу-

словлена вычислительной простотой: этот метод 

требует дискретизации только поверхности антенны 

в отличие от дискретизации пространства при ис-

пользовании методов конечных разностей во вре-

менной области и конечных элементов. 

Применительно к трехмерным электродинами-

ческим задачам в качестве операторного уравнения 

при использовании МоМ часто используется инте-

гральное уравнение электрического поля [3]. Однако 

наличие функции Грина в этом уравнении приводит 

к необходимости вычисления сингулярных интегра-

лов, когда тестовые и базисные функции имеют «пе-

рекрывающиеся» элементы. Для устранения этих 

особенностей разработаны различные способы, ос-

нованные на численном, аналитическом или чис-

ленно-аналитическом вычислении сингулярных ин-

тегралов [5]. Данные способы различаются как по 

вычислительным затратам, так и по точности моде-

лирования, поэтому целесообразно выполнить их 

сравнение для выявления наиболее оптимального и 

эффективного из них. 

Цель работы – реализовать и сравнить способы 

вычисления поверхностных сингулярных интегра-

лов при формировании системы линейных алгебра-

ических уравнений (СЛАУ) методом моментов на 

примере решения антенных задач.  

Метод моментов 

Метод моментов является универсальным чис-

ленным методом сведения дифференциальных и 

интегральных (интегродифференциальных) уравне-

ний к СЛАУ [2]. Так, при расчёте неизвестная вели-

чина (плотность тока), зависящая от пространствен-

ных координат, аппроксимируется рядом известных 

базисных функций, умноженных на неизвестные 

коэффициенты. Это приближение подставляется в 

линейное операторное уравнение. Затем левую и 

правую части уравнения умножают на подходящую 

тестовую функцию и интегрируют по области ее 

определения. Тогда линейное операторное уравне-

ние сводится к линейному алгебраическому уравне-

нию. Повторяя эту процедуру для набора независи-

мых тестовых функций, число которых совпадает с 

числом базисных функций, формируется СЛАУ. Ее 

решение дает неизвестные коэффициенты и позво-

ляет найти приближенное решение операторного 

уравнения. Далее из решения СЛАУ вычисляются 

требуемые характеристики анализируемого объекта, 

например диаграмма направленности и входной им-

педанс антенны. 

При анализе антенн использование МоМ преду-

сматривает следующие этапы решения. Сначала ме-

таллические части заданной структуры заменяются 

эквивалентными поверхностными электрическими 

токами, после чего решается задача возбуждения 

электромагнитного поля этими токами. На получен-

ное решение для проводящих элементов наклады-

ваются соответствующие граничные условия, кото-

рые в дальнейшем используются для вычисления 

эквивалентных токов.  

Для аппроксимации криволинейных границ по-

верхностей произвольной формы принято использо-

вать разбиение на треугольники, а для представле-

ния плотности тока в них – векторные базисные 

функции RWG. Каждая базисная функция RWG ас-

социируется с общим внутренним ребром длиной l 

двух треугольников T+ и T− и равна нулю за их пре-

делами (рис. 1) [6]. Положение точки на поверхно-
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сти треугольника определяется через радиус-вектор 

r относительно начала координат (точка О) или ра-

диус-вектор ρ относительно вершины, противоле-

жащей общему ребру. При этом принято, что вектор 

ρ+ направлен от свободной вершины треугольника 

T+, а ρ– – к свободной вершине T−. Это же относится 

к радиус-векторам rc± и ρc±, определяющим положе-

ние центров треугольников относительно начала 

координат и свободных вершин треугольников соот-

ветственно.  
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Рис. 1. Определение функции RWG 

 на двух треугольниках с общим ребром l [6] 

 

Плотность тока на всей поверхности исследуе-

мой структуры, состоящей из N внутренних ребер 

поверхностной сетки, может быть представлена в 

виде суперпозиции базисных функций [6]: 

 
1
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n n
n

I
=

= J f r  (1) 

где fn – базисная функция RWG, связанная с общим 

ребром n двух смежных треугольников Tn
+ и Tn

–, 

определяемая как [6] 
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где An
+ и An

– – площади треугольников Tn
+ и Tn

– со-

ответственно. При этом 

 ( ) , ,n n nT
+ + += − ρ r r r r  (3) 

 ( ) , .n n nT
− − −= − ρ r r r r  (4) 

Плотность заряда постоянна в каждом тре-

угольнике, а полный заряд, связанный с парой тре-

угольников Tn
+ и Tn

–, равен нулю. При этом пара 

смежных треугольников соответствует малому элек-

трическому диполю длиной | |c c
n n nd − += −r r , в кото-

ром протекает ток In. 

Для антенной задачи в качестве операторного 

уравнения выступает интегральное уравнение элек-

трического поля, определяемое как  

 
inc ( ) ( ) Ф( ),j=  +E r A r r  (5) 

где Einc – воздействующее поле, r – точка наблюде-

ния, а А и Ф – скалярный и векторный потенциалы 

соответственно, вычисляемые с помощью функции 

Грина, которая содержит информацию о среде, в 

которой определены потенциалы как [7] 

 ( ) ( , ) ( ) ,

S'

G ' ' dS'=  A r r r J r  (6) 

 
1

Φ( ) ( , ) ( ) ,

S'

G ' ' ' dS'
j

= −  

r r r J r  (7) 

где G(r, r') – функция Грина свободного простран-

ства (однородная изотропная среда), выражаемая как 

 
exp( )

( , ) .
4π

jk
G

− −
 =

−

r r
r r

r r
 (8) 

Тестирование операторного уравнения выпол-

няется также с использованием RWG-функций как 

 
inc( , ) ( , ) ( Ф, ), 1, 2, ..., .m m mj m N=  +  =E f A f f  (9) 

Второе слагаемое из (6), используя свойства 

функции RWG на ребрах поверхности S (не имеет 

компоненты, нормальной к границе этой поверхно-

сти), представляется как [6] 

 ( Ф, ) Ф Ф .m m m

S S

dS dS =   = −   f f f  (10) 

Аппроксимируя токи и потенциалы в треуголь-

никах их средними значениями в центрах треуголь-

ников (одноточечное интегрирование), выражение 

(7), используя определение дивергенции функций 

RWG, упрощается как [6] 

 Ф Ф Ф

m mT T

m m
m

m mS

l l
dS dS dS

A A+ −
+ −

 
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 
 

  f   

 ( )Ф( ) Ф( ) .c c
m m ml − + −r r  (11) 

Для аппроксимации воздействующего поля Einc 

и векторного потенциала A из (5), используя (2), 

выражение (6) преобразуется к виду 

 ( )inc inc( ) / 2 ( ) / 2c c c c
m m m m ml + + − − +  =E r ρ E r ρ   

 ( )( ) / 2 ( ) / 2c c c c
m m m m ml + + − −=  +  +A r ρ A r ρ   

 ( )Ф( ) Ф( ) .c c
m m ml − ++ −r r  (12) 

Тогда, подставив (5), (6) и (2) в (12), формируется 

СЛАУ вида 

 Zi = v, (13) 

где элементы матрицы Z и правой части вычисляют-

ся как [3] 

 ,
m n m n m n m n

mn T T T T T T T T
z z z z z+ + + − − + − −= + + +  (14) 
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Путем решения результирующей СЛАУ (13) 

определяются искомые коэффициенты разложения 

плотности поверхностного тока по базисным функ-

циям. Найденные коэффициенты используются для 

расчета параметров и характеристик антенны, таких 

как входной импеданс, излучаемая мощность, диа-

грамма направленности, коэффициент усиления и 

др. [2, 8, 9]. 

Способы вычисления сингулярных 

 интегралов 

Формирование матрицы Z представляет собой 

сложную задачу из-за необходимости вычисления 

восьми сингулярных интегралов (16)–(19). Так, если 

интегралы по треугольникам функций RWG m и n 

аппроксимируются только с помощью центров этих 

треугольников, возникает сингулярность в случаях, 

когда m = n («перекрывающиеся» функции, рис. 2, а) 

или когда функции RWG имеют общий треугольник 

(частично «перекрывающиеся» функции, рис. 2, б), 

так как расстояние |r – r'| между ними становится 

равным нулю. Для «перекрывающихся» функций 

два слагаемых выражения (14) содержат сингуляр-

ность (
m nT T

Z + +  и 
m nT T

Z − −  для случая из рис. 2, а), а для 

частично «перекрывающихся» – одно (
m nT T

Z + −  для 

случая из рис. 2, б). 

 
а  б 

Рис. 2. «Перекрывающиеся» (а)  

и частично «перекрывающиеся» (б) функции RWG m и n 
 

В общем виде сингулярные интегралы из (16) – 

(19) представляются как (верхние индексы у векто-

ров m, n  и треугольников Tm, Tn опущены) 
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Существуют различные способы вычисления 

таких сингулярных интегралов. Одним из них явля-

ется использование выражений в замкнутой форме 

(аналитические выражения) [2, 10–12]. Если тре-

угольники функций RWG m и n частично или пол-

ностью «перекрываются», а размеры треугольников, 

на которых они определены, малы по сравнению с 

длиной волны, можно использовать разложение чис-

лителей из (20) и (21) в ряд Тейлора [13–15] как 

 1 .
jk

e jk
− −

 − −
r r

r r  (22) 

Так, пусть Tm  T и Tn  T  и Tm = Tn (Am = An = A), 

тогда (21) преобразуются к виду 
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где I1 определяется как 

 1
1 1
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m n T T

I dS dS
A A

=
−

 
r r

 (24) 

Для расчета такого сингулярного интеграла 

применимо аналитическое выражение [16] 
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где a = (r1 – r3)(r1 – r3), b = (r1 – r3)(r1 – r2) и c =  

= (r1 – r2)(r1 – r2), d = (a – 2b + c), r1, r2 и r3 – радиус-

векторы вершин треугольников T = T. Поскольку 

данное выражение является константой внутри тре-

угольников T = T и не зависит от выбора базисных 

функций, выражение (20) можно представить как 
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m n
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В результате, подставив (23) и (26), например, в 

(16), получим 
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Преобразование (17)–(19) для 
m nT T

Z − − , 
m nT T

Z − +  и 

m nT T
Z + −  выполняется аналогично.  

Другой способ устранения сингулярности осно-

вывается на использовании симметричных квадра-

тур Гаусса [17–19]. Здесь применяется локальная 

система координат в пределах треугольника. Для 

этого треугольник, например, Tn с площадью An раз-

бивают на три субтреугольника с площадями A1, A2 и 

A3 соответственно (рис. 3). При этом нормированные 

локальные координаты определяются как 

 31 2
1 2 3λ , λ , λ

n n n

AA A

A A A
= = =  (28) 

и 

 λ1 + λ2 + λ3 = 1 (29) 

или 

 A1 + A2 + A3 = An. (30) 

При таком представлении треугольника произ-

вольная точка r в глобальных координатах может 

быть выражена в локальных координатах как 

 1 1 2 2 3 3λ λ λ = + + =r r r r   

 1 1 2 2 1 2 3λ λ (1 λ λ ) .= + + − −r r r  (31) 

В треугольнике Tn все три координаты изменя-

ются от нуля до единицы. В частности, в вершинах 

первичного треугольника r1 – r3 локальные коорди-

наты λ1 – λ3 принимают значения (1, 0, 0), (0, 1, 0) и 

(0, 0, 1) соответственно. В результате поверхност-

ный интеграл функции G(r, r) по треугольнику Tn 

может быть преобразован к виду 

 ( )

nT

G '− = r r   

 
1

1 2

11

1 1 2 2 1 2 3 2 1

λ 0 λ 0

2 (λ λ (1 λ λ ) ) λ λnA G d d

−

= =

= + + − − =  r r r   

 
1

1 2

11

1 2 2 1

λ 0 λ 0

2 (λ , λ ) λ λ .nA G d d

−

= =

=    (32) 

 
Рис. 3. Деление треугольника Tn на три субтреугольника 

 

Использование квадратур Гаусса в численном 

интегрировании предполагает замену интеграла 

суммой выборок подынтегрального выражения. С 

каждой точкой выборки связан весовой коэффици-

ент w [17] 

 
1

1 2

11

1 2 2 1

λ 0 λ 0

(λ , λ ) λ λnA G d d

−

= =

    

 1 2
1

(λ , λ ),
GN

n k k k
k

A w f
=

   (33) 

где NG – число точек выборки области интегрирова-

ния, а wk – весовой коэффициент, связанный с вы-

боркой k (для наглядности точки интегрирования 

при NG = 3, 6 и 12 показаны на рис. 4). Тогда, под-

ставив (33), например, в (16), получают 

 
4m n

m n

T T

l l
z + + = 


  

( ) ( )
1 1

,
4

p qp q jkN N

p q p q
p q p q

j j e
w w

− −
+ +

= =

 
  −   −

 
r r

ρ r ρ r
r r

 (34) 

где Np – число точек выборки для вычисления внеш-

него, а Nq – внутреннего интегралов. Преобразова-

ние (17)–(19) для 
m nT T

Z − − , 
m nT T

Z − +  и 
m nT T

Z + −  выполня-

ется аналогично.  

  
а 

  
б 

  
в 

Рис. 4. К иллюстрации локальных координат 

на треугольнике при NG = 3 (а), 6 (б) и 12 (в) 

(черный круг – центр треугольника) 

 

Также известен частный случай использования 

квадратур Гаусса – барицентрическое деление [3]. 

Суть этого способа заключается в разделении тре-

угольного элемента сетки, по которому осуществля-

ется интегрирование, на 9 субтреугольников [20, 21]. 

Полагая, что подынтегральное выражение является 

неизменным, в каждом из субтреугольников исход-

ный интеграл (21) может быть записан как 

 

,9

1 ,
9

c c c
m m n i

n

jk jk

n

c c c
im m n iT

Se e
dS

− − − −

=

 =
− −



r r r r

r r r r
, (35) 

где rc
n,i – радиус-вектор центра субтреугольника i 

первичного треугольника n с площадью Sn. 

Еще один способ устранения сингулярности 

для «перекрывающихся» функций – преобразование 

Даффи [22–25]. Подход также использует представ-

ление треугольника через локальные координаты. 

При этом требуется, чтобы сингулярность находи-

лась в вершине треугольника. Если точка наблюде-

ния расположена внутри треугольника, то он может 

быть разбит на три субтреугольника с новой верши-

ной, расположенной в точке сингулярности [26]. Для 
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наглядности продемонстрируем особенности этого 

преобразования на следующем интеграле: 

 

1 1

0 0

( , )1
,

| | ( , )
T

J u
d dud

' u



 = 

− 
  r
r r r

 (36) 

где треугольник T имеет вершины r1 = (x1, y1),  

r2 = (x2, y2) и r3 = (x3, y3), вектор r на его поверхно-

сти определяется как 

 r = (1 – u)(1 –)r1 + ur2 + (1 – u)r3,  (37) 

а Якобиан – 

 ( )  ( )( )2 1 1 3 3 1,     1               )      (J u g u x x g x x y y
= − − + − − −   

  ( )( )2 1 1 3 3 1                  .y y g y y x x− − + − −  (38) 

В (37) член (1 – u) в числителе позволяет избе-

жать сингулярности в знаменателе. Тогда интеграл 

может быть вычислен с использованием квадратур 

Гаусса для четырехугольника [22].  

Еще один способ вычисления сингулярных ин-

тегралов объединяет численный и аналитические 

подходы [26]. Он основан на выделении особенно-

сти функции Грина как 

 
| | | | 1 1

.
| | | | | | | |

jk jke e
 − − − − 
= − + 

   − − − −  

r r r r

r r r r r r r r
 (39) 

Подставив (39), например, в (16), получают  

 ( ) ( )
44m n

m n

m n
m nT T

m n T T

l l j j
z

A A
+ +

+ +

+ +

+ +

 
=  −   

  ρ r ρ r   

 
| | 1 1jke

dS dS
− −  

 − + =  
   − − −   

r r

r r r r r r
  

 ( )1 2 3 ,
4

m n

m n

l l
I I I

A A
= + +


 (40) 

где 

 ( ) ( )1
4

m n

m n

T T

j j
I

+ +

+ + 
=  −   

  ρ r ρ r   

 
| | 1

,
jke

dS dS
− − 

 − 
  − − 

r r

r r r r
 (41) 

 ( ) ( )2
1

,
4

m n

m n

T T

j
I dS dS

+ +

+ + 
 =   − 

  ρ r ρ r
r r

 (42) 

 3
1

.

m nT T

j
I dS dS

+ +


= −   − 

 
r r

 (43) 

Выражение (41) остается конечным при всех 

значениях |r – r|, так как, согласно правилу Лопита-

ля [2], 

  
0

1
.lim

jk
e

jk

− −

− →

 −
  = −

−  

r r

r r r r
 (44) 

В результате (41) вычисляется численно, а (42) 

и (43) – с использованием комбинированного подхо-

да, где внешние интегралы вычисляются численно, а 

внутренние – аналитически [10, 27]. Для внутренних 

интегралов известны аналитические выражения, 

полученные при рассмотрении N-стороннего много-

угольника [10]. Для большей общности предполо-

жим, что точка источника не находится в плоскости 

треугольника Tn
+. Кроме того, обозначим через  

p и p проекции векторов r и r на плоскость S тре-

угольника Tn
+ и введем следующие обозначения 

(рис. 5) [26]:  

 ( ) ,  = − p r n n r  (45) 

 ,
+ −

+ −

−
=

−

p p
l

p p
 (46) 

 ,= u l n  (47) 

 ( ) ,l = − p p l  (48) 

 ( )0 ,P = − p p u  (49) 

 ( ) ( )
2 2

0 ,P P l  = − = +p p  (50) 

 ( )0 0/ ,l P  = − −
  

P p p l  (51) 

 ( ).d =  −n r r  (52) 

 0 0 2 2( ) ,R P d= +  (53) 

 2 2( ) .R P d = +  (54) 

 
Рис. 5. Геометрические величины 

для ребра треугольника Tn 

 

Используя введенные обозначения, внутренний 

интеграл в (43) вычисляется через сумму по ребрам 

треугольника как 

O 

r 

d 
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 − −

 + + 

 (55) 

Для вычисления внутреннего интеграла в (42) 

необходимо представить вектор n
+ (r) как 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,n n n
+ + +  = − = − + −ρ r r r r r r r  (56) 

где rn
+

 – радиус вектор свободной вершины тре-

угольника Tn
+. Тогда внутренний интеграл в (42) 

можно записать как 

( ) ( ) 1
.

n
n

Tn Tn Tn

dS dS dS

+
+  −

  = + −
  − − −
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ρ r r r

r r
r r r r r r

 (57) 

Второе слагаемое в (57) вычисляется по (55), а 

первое – как 

3
0 2

1

1
( ) ln

2

i i
i i

i i iTn

R l
dS R

R l

+ +

− −
=

 +−
 = +

− +


r r
u

r r
.i i i il R l R+ + − − −


 (58) 

Преобразование (17)–(19) для 
m nT T

Z − − , 
m nT T

Z − +  и 

m nT T
Z + −  выполняется аналогично.  

Стоит отметить, что если точка наблюдения p 

находится на ребре треугольника, то вклад этого 

ребра в (55) равен нулю. Когда в (52) и (55) r лежит 

на S вдоль ребра (Ri
0 = 0), необходимо сместить точ-

ку наблюдения на небольшое расстояние eps [2], т.е. 

 .eps= +r r u  (59) 

Данный способ применим и для «неперекрыва-

ющихся» функций, расстояние между центрами тре-

угольников которых меньше чем 0,1…0,2 [2]. 

Точность вычисления 

Для сравнения точности моделирования при 

использовании различных способов вычисления 

сингулярных интегралов использована модель сим-

метричной биконической антенны с параметрами из 

[28]. Моделирование проводилось на частотах  

f = 0,1, 0,5 и 1 ГГц с использованием адаптивного 

уточнения сетки, в которой максимальный шаг со-

ставлял λ/10 на частоте 1 ГГц (рис. 6). Расчетная 

сетка получена с помощью библиотеки GMSH [29]. 

Оценка точности выполнена на примере вычис-

ления входного импеданса антенны, который нахо-

дится напрямую из вектора i, являющегося решени-

ем уравнения (13).  

Рассмотрены следующие способы вычисления 

сингулярных интегралов: 

– численный с использованием квадратур Гаус-

са (способ I); 

– численный с использованием квадратур Гаус-

са для «неперекрывающихся» функций и комбини-

рованный для вычисления «перекрывающихся» с 

взятием внешнего интеграла численно, а  внутренне-

го – аналитически (способ II);  

– численный с использованием барицентриче-

ского деления треугольников на 9 субтреугольников 

(способ III); 

– аналитические выражения для вычисления 

«перекрывающихся» функций и одноточечное инте-

грирование для остальных (способ IV); 

– численный с использованием преобразования 

Даффи с 9 точками интегрирования для одного суб-

треугольника (способ V). 

 
Рис. 6. Расчетная сетка симметричной 

 биконической антенны 

 

Результаты моделирования входного импеданса 

в авторской реализации вычислений в GNU Octave 

сравнивались с аналогичными результатами, полу-

ченными в стороннем программном обеспечении 

(ПО) на основе метода моментов. В табл. 1 и 2 пред-

ставлены результаты вычисления входного импедан-

са с использованием способов I и II при изменении 

чисел точек интегрирования для внешнего и внут-

реннего интегралов соответственно. В табл. 3 пред-

ставлены отклонения модуля и угла фазы входного 

импеданса от полученного в стороннем ПО. Откло-

нения модуля входного импеданса вычислялись по 

формуле относительной погрешности [30]. В табл. 4 

сведены вычисленные значения входного импеданса 

способами III–V. В табл. 5 представлены их откло-

нения от результатов стороннего ПО.  

Исходя из табл. 1 и 2, видно, что использование 

способов I и II дает близкие результаты, хотя и име-

ют некоторые различия в зависимости от комбина-

ции параметров Nq и Np. Способы I и II показали 

близкую точность по сравнению со сторонним ПО, 

однако способ I дает более близкие результаты на 

частоте 0,1 ГГц, а способ II – на частоте 0,5 ГГц. 

Так, средние отклонения при использовании спосо-

бов I и II составили соответственно на частоте  

0,1 ГГц – 1,2 и 2,7 %, на частоте 0,5 ГГц – 1,9 и 

1,0 %, а на 1 ГГц – 1,5 и 1,5 %. Также способы I и II 

обеспечили приемлемое отклонение фазового угла 

со средним отклонением около 1. Однако способ I 

позволил получить меньшее отклонение фазового угла 

на частоте 1 ГГц, а способ II – на частоте 0,1 ГГц. 
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Т а б л и ц а  1  

Входной импеданс (Ом) симметричной биконической антенны, вычисленный с использованием способа I 

f, ГГц 
Nq = 1, 

Np = 3 

Nq = 1, 

Np = 6 

Nq = 1, 

Np = 12 

Nq = 3, 

Np = 6 

Nq = 3, 

Np = 12 

Nq = 4, 

Np = 6 

Nq = 4, 

Np = 12 

Nq = 6, 

Np = 12 

Стороннее 

ПО 

0,1 20,7+j13,6 20,6+j13,5 20,9+j14,1 20,9+j14,0 20,9+j14,0 20,8+j14,1 20,8+j14,0 20,9+j14,0 21,1+j14,7 

0,5 96,1+j9,6 96,3+j10,0 96,2+j9,9 96,6+j8,6 96,7+j8,7 96,6+j8,5 96,7+j8,9 96,7+j8,6 97,6+j8,1 

1 78,5+j3,8 78,6+j3,8 78,6+j3,7 79,2+j5,0 79,2+j5,0 79,2+j5,0 79,3+j5,0 79,2+j5,0 80,1+j5,5 

 

Т а б л и ц а  2  

Входной импеданс (Ом) симметричной биконической антенны, вычисленный с использованием способа II 

f, ГГц 
Nq = 1, 

Np = 3 

Nq = 1, 

Np = 6 

Nq = 1, 

Np = 12 

Nq = 3, 

Np = 6 

Nq = 3, 

Np = 12 

Nq = 4, 

Np = 6 

Nq = 4, 

Np = 12 

Nq = 6, 

Np = 12 

Стороннее 

ПО 

0,1 21,5+j15,2 21,1+j14,4 21,0+j14,2 21,4+j15,1 21,2+j14,6 21,5+j15,3 20,8+j15,3 21,2+j14,7 21,1+j14,7 

0,5 94,9+j5,6 95,6+j7,8 95,7+j8,2 95,8+j5,9 96,2+j7,1 95,6+j4,9 96,7+j8,8 96,1+j6,8 97,6+j8,1 

1 78,4+j3,0 78,5+j3,6 78,5+j3,7 79,4+j4,4 79,3+j4,7 79,4+j3,7 79,3+j5,0 79,3+j4,6 80,1+j5,5 

 

Т а б л и ц а  3  

Отклонения модуля, %, и угла фазы,  (в скобках), входного импеданса из табл. 1 и 2 от результатов стороннего ПО 

f, ГГц Способ 
Nq = 1, 

Np = 3 

Nq = 1, 

Np = 6 

Nq = 1, 

Np = 12 

Nq = 3, 

Np = 6 

Nq = 3, 

Np = 12 

Nq = 4, 

Np = 6 

Nq = 4, Np 

= 12 

Nq = 6, Np 

= 12 
Среднее 

0,1 
I 2,4 (1,6) 0,7 (1,6) 1,4 (0,8) 1,8 (1,0) 0,1 (1,0) 2,6 (0,7) 0,4 (0,9) 0,3 (1,0) 1,2 (1,1) 

II 3,7 (0,4) 4,2 (0,6) 2,0 (0,8) 2,2 (0,3) 2,2 (0,3) 2,3 (0,6) 2,5 (1,5) 2,2 (0,1) 2,7 (0,6) 

0,5 
I 2,9 (0,9) 2,1 (1,2) 1,9 (1,1) 2,0 (0,3) 1,5 (0,4) 2,3 (0,3) 0,9 (0,5) 1,6 (0,3) 1,9 (0,6) 

II 1,4 (1,4) 1,1 (0,1) 1,3 (0,2) 1,0 (1,2) 0,9 (0,5) 1,0 (1,8) 0,8 (0,5) 0,9 (0,7) 1,1 (0,8) 

1 
I 2,3 (1,2) 2,1 (1,2) 2,1 (1,2) 1,0 (0,3) 1,1 (0,3) 1,0 (0,3) 1,0 (0,3) 1,1 (0,3) 1,5 (0,6) 

II 2,1 (1,7) 2,0 (1,3) 2,0 (1,2) 1,2 (0,8) 1,2 (0,5) 1,2 (1,3) 1,0 (0,3) 1,2 (0,6) 1,5 (1,0) 

 

Т а б л и ц а  4  

Входной импеданс (Ом) симметричной биконической 

антенны, вычисленный с использованием  

способов III, IV и V 

Способ 
f, ГГц 

0,1 0,5 1 

III 21,1+j13,3 95,5+j7,9 78,4+j3,5 

IV 21,0+j14,3 95,1+j8,2 78,1+j2,9 

V 20,6+j13,4 96,4+j10,2 78,7+j3,6 

Стороннее ПО 21,1+j14,7 97,6+j8,1 80,1+j5,5 

 

Т а б л и ц а  5  

Отклонения модуля (%) и угла фазы () входного 

 импеданса из табл. 5 от результатов стороннего ПО 

Способ 
f, ГГц 

0,1 0,5 1 

III 3,0 (2,6) 2,2 (0,02) 2,3 (1,4) 

IV 1,2 (0,6) 2,5 (0,2) 2,7 (1,8) 

V 4,4 (1,8) 1,0 (1,3) 1,9 (1,3) 

 

На частоте 0,1 ГГц оба способа чувствительны 

к выбору параметров Np и Nq. Отклонения способа I 

варьируются от 0,1 до 2,6 %, а способа II – от 2,0 до 

4,2 %. На более высоких частотах влияние этих па-

раметров на отклонения становится менее выражен-

ным, а способ II демонстрирует большую стабиль-

ность результатов. Так, на частоте 0,5 ГГц диапазон 

отклонений способа I составляет от 0,9 до 2,9 %, а 

на частоте 1 ГГц – от 1,0 до 2,3 %. Отклонения спо-

соба II на частоте 0,5 ГГц варьируются от 0,8 до 

1,4 %, а на частоте 1 ГГц – от 1,0 до 2,1 %.  

Несмотря на то, что вариации параметров Nq и 

Np влияют на результаты, наблюдаемые различия 

между разными комбинациями не являются значи-

тельными для большинства частот. Это может сви-

детельствовать о том, что при определенных усло-

виях возможно упрощение расчетов путем выбора 

оптимальных комбинаций Nq и Np, что уменьшит 

вычислительные затраты без значительной потери в 

точности.  

Способ III демонстрирует отклонения от ре-

зультатов стороннего ПО со средним уровнем в 

2,5 %. Способ IV показал отклонения, сопоставимые 

со способом III, показывая лучшую согласованность 

на 0,1 ГГц (1,2 %), но более значительные отклоне-

ния на остальных частотах. Способ V показал зна-

чительное отклонение на частоте 100 МГц – 4,4 %. 

Однако на частотах 500 МГц и 1 ГГц этот способ 

позволил получить наименьшие отклонения. 

Валидация результатов 

Для валидации результатов использованы опуб-

ликованные экспериментальные данных и две ан-

тенны: биконическая и типа «бабочка». 

На рис. 7 представлены реальная и мнимая ча-

сти входного импеданса биконической антенны с 

углом раскрыва 60 при изменении электрической 

длины ее плеч (L, град), полученные эксперимен-

тально [31], в стороннем ПО и с использованием 

авторской реализации вычислений. Стоит отметить, 

в эксперименте из [31] использовался только один 

конический элемент, расположенный над металли-

ческим экраном, поэтому при сравнении результатов 

учитывалось, что расчетное значение входного им-

педанса в два раза больше экспериментального [1]. 

Результаты, полученные способами I–V, имеют схо-

жий характер, поэтому для удобства восприятия на 

рис. 7 представлены только способы I (Nq = 4,  

Np = 12) и III. Из рис. 7 видно, что расчетные и экс-

периментальные значения входного импеданса хо-

рошо согласуются между собой во всем исследован-

ном диапазоне. Отклонения результатов моделиро-

вания реальной части входного импеданса от экспе-
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римента изменяются от 0,3  до 22 Ом, а мнимой – от 

0,2  до 40 Ом. Различие можно объяснить упрощен-

ной моделью возбуждения, которая использовалась 

при моделировании. Так, в эксперименте кониче-

ский элемент возбуждался посредством коаксиаль-

ного кабеля, а при моделировании использовалась 

модель в виде бесконечно тонкого зазора [2]. При 

этом результаты моделирования показали близкие 

результаты. Так, наименьшие отклонение от сторон-

него ПО имеет способ I (Nq = 4, Np = 12). Во всем 

диапазоне отклонения составляют менее 1 Ом, а 

мнимой –  

0,18 Ом. 

Наибольшие отклонения получены при исполь-

зовании способа III – от 0,01  до 4,4 Ом для реаль- 

 

ной части и от 0,03  до 3,2 Ом для мнимой. Другие 

способы также имеют близкие результаты с откло-

нением не более 3 %. 

Дополнительно выполнено сравнение результа-

тов на примере антенны типа «бабочка» с углом рас-

крыва 90 (рис. 8). Экспериментальные данные по-

лучены для одного плеча антенны «бабочка», распо-

ложенного над металлическим экраном и возбужда-

емого посредством коаксиального кабеля [31]. Изме-

рения проводились на одной частоте при изменении 

длины антенны (h). Моделирование выполнялось в 

авторской реализации с использованием способов  

I–V и в стороннем ПО. Для удобства восприятия на 

рис. 8 представлены результаты использования спо-

собов I (Nq = 4, Np = 12) и III. 

   
а      б 

Рис. 7. Реальная Rвх (а) и мнимая Xвх (б) части входного импеданса биконической антенны при изменении 

электрической длины ее плеча (L): I (––) и III (–  –), стороннее ПО (  ), эксперимент (– – –) 

 
а       б 

Рис. 8. Реальная Rвх (а) и мнимая Xвх (б) части входного импеданса антенны типа «бабочка» при изменении 

длины антенны (h): I (––) и III (–  –), стороннее ПО (  ), эксперимент (– – –) 

  

Из рис. 8 видно, что результаты моделирования 

и эксперимента имеют схожий характер, однако 

наблюдается отклонения до 39 Ом для реальной ча-

сти и до 51 Ом для мнимой. Результаты моделирова-

ния более согласованы между собой. Меньшее от-

клонение от стороннего ПО дает способ I (Nq = 4,  

Np = 12). Во всем диапазоне для способа I отклоне-

ния составляют менее 1 Ом. Для способа III откло-

нения варьируются от 0,01  до 4,4 Ом для реальной 

части и от 0,03  до 3,2 Ом для мнимой. Другие спо-

собы также имеют близкие результаты с отклонени-

ем не более 6 %. 

Вычислительная сложность 

Способы вычисления сингулярных интегралов 

отличаются не только точностью, но и вычислитель-

ной сложностью. Асимптотическая сложность всех 
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рассмотренных способов для формирования одного 

элемента матрицы Z составляет O(1), а всей матри-

цы – O(N2), где N – число функций RWG. Поэтому 

для более качественного сравнения рассмотренных 

способов выполнена оценка арифметических затрат 

(Q) на формирование матрицы Z. Так, сначала 

вычислено число операций m, требуемых для расче-

та одного слагаемого из (14). При этом для способов 

II и IV рассмотрены два случая: вычисление слагае-

мых с сингулярностью (вариант а) и без сингуляр-

ности (вариант б). Полученные результаты сведены 

в табл. 6. 
Т а б л и ц а  6  

Число арифметических операций m для вычисления 

одного слагаемого из (14) 
Способ вычисления 

I II-а II-б III IV-а IV-б V 

33NpNq 35NpNq + 333Np 33NpNq  297 21 33 891 

 

Общее число арифметических операций для 

формирования матрицы Z, используя способы I, III и 

V, составляет  

 M = 4тN 2, (60) 

а способы II и III – 

 ( )( )2
п чп4 аM m N N N= − − +   

 ( ) ( )б п чп2 2 3 ,а а бm m N m m N+ + + +  (61) 

где mа и mб – число операций для вычисления одного 

слагаемого элемента Z с и без сингулярности соот-

ветственно, Nп, Nчп и Nнп – число «перекрывающих-

ся», частично «перекрывающихся» и не перекрыва-

ющихся функций RWG.  

Для наглядности изменение общего числа опе-

раций на формирование матрицы Z при последова-

тельном увеличении N от 4 до 16384 для всех спосо-

бов представлено на рис. 9. 

 
Рис. 9. Зависимость Q от N при формировании матрицы Z:  

способ I при Np = 1, Nq = 3 (–■–), при Np = 3, Nq = 6 (–▲–) и Np = 6, Nq = 12 (–◆–), 

способ II при Np = 1, Nq = 3 (--■--), при Np = 3, Nq = 6 (--▲--) и Np = 6, Nq = 12 (--◆--), 

cпособ III (– – –), способ IV (- - -) и способ V (–  –) 

 

Как видно из рис. 9, способы I и II демонстри-

руют схожую тенденцию роста числа арифметиче-

ских операций. Однако при малых значениях N при 

использовании способа II требуется больше опера-

ций по сравнению со способом I. Изменение пара-

метров Nq и Np оказывает заметное влияние на число 

необходимых операций, подчеркивая важность 

определения выбора оптимальных комбинаций этих 

параметров. Наименьшее число арифметических 

операций удается достичь при использовании спо-

соба IV, а наибольшее – способов I и II при Np = 6 и 

Nq = 12, а также способа V.  

Таким образом, выявлено, что более высокая 

вычислительная сложность не всегда коррелирует с 

увеличением точности. Некоторые способы, требу-

ющие большего числа арифметических операций 

(например, способ V), не всегда обеспечивают су-

щественно лучшую точность по сравнению с менее 

ресурсоемкими способами. 

Заключение 

В данной работе представлен обзор способов 

вычисления поверхностных сингулярных интегра-

лов при формировании СЛАУ методом моментов в 

ходе решения антенных задач методов моментов. На 

примере симметричной биконической антенны вы-

явлено, что численный способ с использованием 

квадратур Гаусса и комбинированный способ де-

монстрируют сопоставимые уровни точности. Одна-

ко число точек интегрирования, используемых в 

этих способах, сильно влияет на точность результа-

тов и требуемые вычислительные затраты. При этом 

комбинированный способ дает более стабильные 

результаты с изменением числа таких точек. Способ, 

использующий только аналитические выражения 

для вычисления «перекрывающихся» функций, вы-

деляется как наиболее эффективный с точки зрения 

вычислительных затрат. Способ, использующий 

преобразование Даффи, показал хорошую точность 

при вычислении входного импеданса на верхней 

частоте рассматриваемого диапазона, но на нижней 

частоте его точность снижается, оказываясь ниже, 

чем у других рассмотренных способов. Численный 

способ, использующий барицентрическое деление, 

показал средние результаты как по вычислительным 
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затратам, так и по точности вычисления. Кроме того, 

выявлено, что более высокая вычислительная слож-

ность не всегда коррелирует с увеличением точности. 

Выполнено сравнение результатов моделирова-

ния входного импеданса биконической антенны и 

антенны типа «бабочка» с экспериментальными 

данными. Полученные результаты имеют схожий 

характер, однако имеют отклонения, которые можно 

объяснить упрощенной моделью возбуждения, кото-

рая использовалась при моделировании, а также 

возможными погрешностями измерений. Наиболее 

точным оказался способ с использованием квадра-

тур Гаусса для вычисления поверхностных сингу-

лярных интегралов, а наименее точным – способ, 

использующий только аналитические выражения 

для вычисления «перекрывающихся» функций. 

Полученные результаты демонстрируют, что 

выбор способа вычисления сингулярных интегралов 

должен зависеть от конкретных требований задачи и 

доступных вычислительных ресурсов. Для получе-

ния быстрых предварительных результатов можно 

использовать один из вычислительно простых спо-

собов: численный или комбинированный с исполь-

зованием квадратур Гаусса с небольшим числом то-

чек интегрирования либо только аналитические вы-

ражения. Для получения более точных результатов 

рекомендуется использовать численный или комби-

нированный способы с использованием квадратур 

Гаусса с большим числом точек интегрирования ли-

бо преобразование Даффи.  

В дальнейшем целесообразно провести ком-

плексное исследование для подбора оптимального 

числа точек интегрирования при использовании 

квадратур Гаусса для достижения рационального 

соотношения между точностью и вычислительными 

затратами, что особенно актуально при решении 

сложных антенных задач в условиях ограниченных 

вычислительных ресурсов. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 

Минобрнауки России по проекту FEWM-2024-0005. 
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