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При исследовании сложных динамических си-

стем исследователи [1, 2] выделяют класс гибрид-

ных (дискретно-непрерывных) систем – абстракций 

для описания реальных систем в виде моделей, ха-

рактеризующихся сменой своего непрерывного по-

ведения при наступлении определенных событий. 

Такие модели имеют дискретную составляющую, 

выраженную во множестве допустимых состояний и 

условиях перехода, которую удобно моделировать 

конечными автоматами, гибридными автоматами [3] 

или диаграммами состояний [4], и непрерывную, 

моделируемую, как правило, системами дифферен-

циальных уравнений. Такие системы также могут 

называться дискретно-событийными.  

При моделировании таких систем возникает за-

дача корректного обнаружения событий гибридных 

систем, решаемая как зарубежными [5–8], так и оте-

чественными [9, 10] исследователями. Предлагае-

мые исследователями решения могут быть сгруппи-

рованы в 3 категории: 

1) варьирующие (замедляющие) шаг моделиро-

вания (интегрирования) при приближении к границе 

смены режима гибридной системы; 

2) решающие итерационными методами нели-

нейные уравнения вида f(t) = 0, описывающего кри-

вую поведения в пространстве состояния, для опре-

деления момента времени t пересечении границы 

смены режима гибридной системы. Такое решение 

делится на 2 фазы [11, 12]: обнаружение перехода с 

пробным расчётом новой итерации и локализация 

точки смены режима с применением численного  

метода; 

3) методы, основанные на аппроксимации 

функции поведения системы и её исследовании, в 

том числе с применением прогнозных методов. 

Недостатком методов первой группы является 

негативное влияние на быстродействие анализа 

(расчёта) компьютерной модели, а большинства ме-

тодов второй группы – риски пропуска точек пере-

ключения на немонотонных функциях поведения 

(хотя существуют алгоритмы [2], позволяющие об-

наруживать многократные переходы ценой больших 

вычислительных затрат). Численные характеристики 

сравнения различных вычислительных методов при-

ведены в [13].  

В данной работе предлагается алгоритм обна-

ружения точки перехода и компенсации возникаю-

щей амплитудно-временной погрешности на основе 

решения обратной задачи интерполяции. 

Природа амплитудно-временной погрешности  

Применение диаграмм состояний или конечных 

автоматов для описания поведения систем сопряже-

но с выполнением на каждой итерации проверки 

значения целевой переменной, выход которой за 

пределы диапазона, заданного в сторожевом условии 

перехода, инициирует смену режима. Допустим, что 

система должна перейти в новое состояние при вы-

ходе системы y = 0 (в виду дискретизации модели 

условие корректно формулировать как y ≤ 0). Тогда 

срабатывание условия перехода произойдёт при  

y = –Δy (в случае изначального уменьшения значе-

ния y), где Δy – некоторое малое число (погреш-

ность) – амплитудная составляющая погрешности. 

При этом (рис. 1) из-за смещения y ниже оси OX 

переход в новое состояние произойдёт позже на Δt – 

временна́я составляющая погрешности. 
 

 
Рис. 1. Иллюстрация амплитудной и временно́й  

составляющей погрешности при моделировании  

отскока тела от поверхности   
 

Источник погрешности – особенности машин-

ных вычислений, осуществляемых с дискретным 
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шагом. Несмотря на то, что величина погрешности 

является незначительной, она носит аккумулятив-

ный характер с течением времени при достаточно 

большом количестве переходов из одного состояния 

в другое. При построении модели штангового глу-

бинного насоса [14] допустимо применение диа-

грамм состояний [4] для задания смены направления 

движения штока при возвратно-поступательном 

движении. При этом можно наблюдать эффект сме-

щения зависимости характеристик с течением вре-

мени. На рис. 2 приведено смещение зависимости 

скорости штока штангового глубинного насоса от 

времени с течением времени. Штрихпунктирной 

линией показана зависимость, полученная при ана-

лизе модели с шагом интегрирования 0,001 с, 

сплошной – 0,01 с. 

 

        
 а б 

Рис. 2. Смещение графика зависимости скорости штока штангового глубинного насоса от времени: 

а – на интервале t = [0, 10] с;   б – на интервале  t = [588, 598] с 

 

Уменьшить рассматриваемую погрешность 

можно за счёт уменьшения шага моделирования 

(интегрирования). Но полностью избавиться от та-

кой погрешности при стандартном подходе не полу-

чится – со временем она продолжит накапливаться в 

модели, что может сильно повлиять на корректность 

результатов моделирования, особенно моделей, 

предназначенных для длительного расчёта, напри-

мер моделей цифровых двойников [15]. 

Постановка задачи 

Сформулируем постановку задачи для решения 

предлагаемый алгоритмом. Имеется динамическая 

система с гибридным поведением, которая в один 

момент времени находится в одном из дискретных 

состояний Si, S = {S0, S1, …, Sn), где каждому Si уста-

новлено соответствие CSRCSR  ,  компо-

нентной схеме (цепи) Cj из общего множества ком-

понентных схем модели C = {C0, C1, …, Cm), описы-

вающей в данном дискретном состоянии непрерыв-

ное поведение системы (1), где fi(y, t) – вектор-

функция правых частей дифференциальных уравне-

ний  (каждая компонентная цепь является эквива-

лентом системы алгебро-дифференциальных урав-

нений первого порядка вида (1), записанных относи-

тельно переменных состояния y), t0 – время начала 

очередного дискретного состояния (и завершения 

предыдущего), ti – время завершения очередного 

дискретного состояния (и начала следующего), y0 – 

вектор начальных условий для дифференциальных 

переменных (конечное значение y предыдущего со-

стояния является начальным условием следующего).  

0 0 0( , ), ( ) , [ , ], 0,...,i i
d

t t t t t i n
dt

   
y

f y y y .     (1) 

Порядок переходов (переход считается мгно-

венным) между дискретными состояниями S опре-

деляется множеством дискретных переходов 

)},(,),,{(
110 nn

SSSST


  , SST  . Переход из Si в 

Sj осуществляется по сторожевому условию, задава-

емому соответствующим предикатом Gi,j(yц) вида 

yц ≥ a или yц ≤ a, отслеживающим изменение целе-

вой переменной yц, где yц  y, a – некоторая кон-

станта. В каждом дискретном состоянии S может 

быть своя целевая переменная yц, а вместо констан-

ты a может задаваться аналитическое выражение, 

подлежащее расчёту.  

При интегрировании дифференциальных урав-

нений вида (1) ввиду дискретности шага интегриро-

вания срабатывание предиката Gi,j(yц) (а вследствие 

этого и переход в новое дискретное состояние) про-

изойдет в момент времени t = t* +∆t при yц = a ± ∆a 

(знак зависит от роста или убывания yц), где ∆a – 

амплитудная составляющая погрешности, ∆t – вре-

менна́я, t* – реальное (искомое) время перехода.  

Наличие такой погрешности в модели системы 

является нежелательным (а при некоторых условиях 

неприемлемым) по причине её аддитивности 

(накопления с каждой сменой дискретного состоя-

ния) и неправильного обнаружения точки переклю-

чения одной непрерывной модели поведения систе-

мы на другую. Цель работы алгоритма – определе-

ние момента времени t*, при котором выполнялось 

условие yц = a, и пересчёт вектора решения (вклю-

чающего переменные x, y исследуемой системы и 

переменные z внешней по отношению к исследуе-

мой системе среды) компонентной схемы с перено-

сом непрерывного состояния системы в простран-

стве состояний из (y, t) в (y*, t*) и внешней среды из 

(z, t) в (z*, t*), где zz , z – вектор переменных со-

стояния внешней среды. К внешней среде исследуе-

мой системы (подсистемы) следует также относить 

другие подсистемы системы верхнего уровня, функ-

ционирующие совместно с исследуемой. 
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Алгоритм компенсации амплитудно- 

временной погрешности 

Рассмотрим работу алгоритма компенсации ам-

плитудно-временной погрешности на примере. Пе-

реход системы из состояния 1 в состояние 2 осу-

ществляется при условии f(t) = 0. Перед моментом 

ожидаемого переключения имеем f(ti) = +Δy, а после 

расчёта ещё одной итерации: f(ti+1) = –Δy. Предлага-

емый в работе алгоритм, получив сигнал об инициа-

лизации перехода в новое состояние, осуществляет 

перерасчёт всех переменных вектора решений моде-

ли по интерполяционной формуле Лагранжа (2) [16], 

тем самым «откатывая» состояние (вектор решения) 

системы в сторону предыдущей итерации до точки 

f(ti+1) = 0, после чего расчёт модели продолжается с 

рассчитанных значений вектора решений. 

0

( )

( )

in
i k

k
k ik

i k

y y

x x
y y








 






,                      (2) 

где x – узел интерполяции, y – значение функции в 

соответствующем узле. 

Алгоритм предусматривает следующие вариан-

ты дальнейших расчётов и изменения расчётной 

сетки [17] (рис. 3): 

а) однократное изменение шага и продолжение 

расчёта по смещённой сетке с прежним шагом dt 

(рис. 4: не выполняются условия «Смещение теку-

щей точки назад» и «Возврат к старой сетке»); 

 
Рис. 3. Иллюстрация вариантов изменения  

расчётной сетки в результате работы алгоритма 
 

 

 

 

 

 
Рис. 4. Блок-схема алгоритма компенсации амплитудно-временной погрешности 
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б) добавление дополнительного узла сетки в 

окрестности точки перехода системы в новое состо-

яние и продолжение последующих расчётов в узлах 

старой сетки (рис. 4: выполняется только условие 

«Возврат к старой сетке»); 

в) нахождение точки перехода системы в новое 

состояние и перерасчёт вектора решения в следую-

щем узле старой сетки без изменений её узлов и до-

бавления новых (выполняются оба условия). 

Наличие трёх вариантов изменения сетки поз-

воляет организовать согласование вектора решения 

компонентных моделей подсистем, представленных 

на разных слоях объектного уровня (т.е. представ-

ленными изолированными компонентными моделя-

ми) в многоуровневой компьютерной модели [18], в 

соответствии с заданными целями. Так, смещение 

расчётной сетки (вариант а) применимо в моделях с 

независимыми объектными слоями, рассчитывае-

мыми разными вычислительными ядрами, при необ-

ходимости исследования экстремальных значений 

целевой переменной в рамках вычислительного экс-

перимента и при наличии требований к равной 

длине массива траектории поведения подсистем 

(т.е., когда необходимо, чтобы в результатах модели-

рования каждой подсистемы было одинаковое коли-

чество записей (точек)).  

Добавление дополнительного узла (вариант б) 

применимо в тех же условиях, но при отсутствии 

требования к длине массивов результатов моделиро-

вания. Перерасчёт по старой сетке (вариант в) при-

меним в случаях, когда результаты расчёта компо-

нентой цепи на одном слое используются в парал-

лельном расчёте другой компонентной цепи на дру-

гом слое – т.е. тогда, когда смещение расчётной сет-

ки для одной подсистемы может привести к по-

грешностям в расчёте другой, а одновременный пе-

ресчёт сетки во всех слоях модели может привести к 

циклическому срабатыванию условий перехода в 

новое состояние каких-либо подсистем и, как след-

ствие, к повышению вычислительных затрат. 

Вызываемая на рис. 4 процедура «Компенсация 

погрешности» рассчитывается по формуле (2) для 

всего вектора решений без смены счётчика итера-

ций, процедура «Очередная итерация модели» вы-

полняет расчёт новой итерации вектора решений 

компонентной модели, процедура «Передача значе-

ний диаграммой состояний» инициализирует работу 

текущего компонента «Событие» или «Состояние», 

которая заключается в передаче определённого на 

схеме модели значения параметра на выход компо-

нента с целью дальнейшей передачи сообщения для 

параметризации компонента объектного или логиче-

ского слоя. Более подробно механизм работы диа-

грамм состояний метода компонентных цепей опи-

сан в работе [4]. 

Оценка результатов и обсуждение 

В работе [19] при использовании гибридных ав-

томатов для моделирования гибридной механиче-

ской системы предлагается присвоить целевой пе-

ременной f(t) в момент инициализации перехода си-

стемы в новое состояние значение 0 с целью устра-

нения погрешности рассматриваемого типа. Однако, 

по нашему мнению, данная процедура не только не 

снизит погрешность, но, наоборот, приведёт к рассо-

гласованию непрерывного состояния системы в це-

лом и её подсистем и росту погрешности, так как 

компенсация погрешности при таком подходе осу-

ществляется только для одной переменной, а не все-

го вектора решения.  

Продемонстрируем это на примере сравнения с 

эталонной моделью моделей, построенных с шагом 

моделирования dt = 10–3 с. В качестве эталона возь-

мём модель без компенсации погрешностей большей 

точности – с шагом моделирования dt = 10–6
 с.  

В таблице представлено сравнение трёх моделей:  

1) использующей предложенный в данной рабо-

те алгоритм компенсации погрешности,  

2) использующей алгоритм гибридного автома-

та [19],  

3) не использующей алгоритмы компенсации 

погрешности.  

Сравнение будет производиться по целевой пе-

ременной f(t) и её производной df(t)/dt, чтобы про-

иллюстрировать эффект взаимного усиления по-

грешностей – ошибка в расчёте f(t) влечёт за собой 

возникновение ошибки и в df(t)/dt при решении си-

стемы дифференциальных уравнений, что, в свою 

очередь, влияет и на расчёт f(t) на новой итерации. 

Для выполнения сравнения результатов моделиро-

вания с разным шагом интегрирования из табличных 

зависимостей, построенных с шагом dt = 10-6 с, бы-

ли удалены промежуточные узлы, в которых отсут-

ствовали значения переменных в отклике какой-

либо из моделей (таблица). 
 

 
 

Сравнение погрешности моделей при применении предлагаемого алгоритма, 

 алгоритма-аналога и без применения алгоритмов компенсации погрешности 

Время t оценки  

погрешности 
Модель при dt = 10–3

 с 

Среднее абсолютное отклонение  

от результатов моделирования  

при dt = 10–6 с 

Среднее относительное  

отклонение от результатов  

моделирования при dt = 10–6 c 

∆f(t) ∆ df(t)/dt δ f(t) δ df(t)/dt 

В момент первого пере-

хода в новое состояние  

Алгоритм компенсации 0,002938 0,02443 0,693% 1,384% 

Гибридный автомат 0,002940 0,02444 0,693% 1,384% 

Без компенсации 0,002942 0,02444 0,694% 1,384% 

В момент второго пере-

хода в новое состояние 

Алгоритм компенсации 0,002922 0,04957 2,760% 2,8% 

Гибридный автомат 0,003634 0,06119 3,432% 3,5% 

Без компенсации 0,003282 0,05654 3,100% 3,2% 
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В таблице выделены полужирным наименьшие 

значения погрешностей и подчёркнуты первые от-

личающиеся в них значащие цифры. 

Как видно из сопоставления таблиц, после тре-

тьего дискретного состояния общая погрешность 

решения без использования алгоритма компенсации 

выросла с δf(t) = 0,69% до δf(t) = 3,10%, а с использо-

ванием – всего до δf(t) = 2,76%. Эта разница (0,34%) 

и представляет собой амплитудно-временну́ю по-

грешность, которую компенсирует предложенный 

алгоритм (после первого перехода в новое состояние 

разница составляла 0,001%, что свидетельствует о её 

росте с течением времени). Общий рост погрешно-

сти (с 0,69 до 2,76%) связан с разницей шага моде-

лирования (интегрирования) рассматриваемой моде-

ли и эталонной. 

Заключение 
Предложенный в данной работе алгоритм ком-

пенсации амплитудно-временной погрешности ос-
нован на решении обратной задачи интерполяции, 
что обеспечивает снижение накапливаемой в конеч-
ных автоматах и диаграммах состояний погрешно-
сти без привлечения итерационных процедур, харак-
терных для численных методов решения уравнений 
или методов адаптации шага моделирования. Требу-
емая гладкость функции состояния системы может 
быть обеспечена повышением степени полинома для 
кусочной интерполяции, что влечёт за собой сниже-
ние быстродействия алгоритма. 

Параметрируемость алгоритма обеспечивает 
его применимость как в задачах проведения вычис-
лительного эксперимента, требующего точных оце-
нок экстремальных значений переменных в модели, 
так и в моделях сложных систем, представленных 
распределёнными компонентными цепями на раз-
ных слоях объектного уровня и требующих согласо-
ванности узлов расчёта вектора решения во времен-
ной области. 
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Kochergin M.I. 

Compensation of amplitude-time error in discrete- 

continuous component models based on the inverse 

interpolation problem  

 

The paper discusses approaches to solve the problem of cor-

rect event detection in hybrid (discrete-continuous systems) 

and reducing the resulting cumulative error in the value of the 

target (tracked) variable and in time. A numerical algorithm 

for compensating for such an amplitude-time error is pro-

posed, based on solving the inverse interpolation problem. The 

efficiency of the proposed method and the method embedded 

in hybrid automata is compared. The capabilities of the pro-

posed method to match the state vector of component models 

of the subsystems of the simulated object, presented on differ-

ent layers of the object level of a multi-level computer model, 

are assessed when conducting a computational experiment on 

the model.  

Keywords: modeling, amplitude-time error, component cir-

cuit method, hybrid systems, finite state machine, state dia-

gram. 
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