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Линии передачи (ЛП) широко используются на 

печатных платах радиоэлектронных средств, модели 

которых могут быть представлены в виде двух и 

более бесконечно тонких проводящих пластин и 

диэлектрика между ними. На основе данных моде-

лей могут быть разработаны различные устройства, 

в том числе направленные ответвители, модальные 

фильтры, линии задержки и пр. [1]. Моделирование 

ЛП на этапе их проектирования осуществляется с 

использованием различных численных методов 

электродинамики [2]. Их использование решает ряд 

важных задач, в том числе в области электромагнит-

ной совместимости [3, 4], а развитие позволяет по-

высить быстродействие [5] и точность [6] моделиро-

вания. Известен метод импедансного аналога элек-

тромагнитного пространства [7, 8], предназначен-

ный для решения сложных двух- и трехмерных за-

дач электродинамики, во временной и частотной 

областях [9]. Помимо классических подходов [10], в 

настоящее время часто применяются методы конеч-

ных элементов [11], конечных разностей [12] и мо-

ментов [13, 14]. Схожим с методом моментов, но 

появившимся позже, является метод эквивалентной 

схемы из частичных элементов PEEC (от англ. partial 

element equivalent circuit) [15]. Этот метод широко 

используется при моделировании целостности сиг-

нала [16] и питания [17], вычислении электрических 

параметров межсоединений [18, 19], оценке кондук-

тивных помех [20, 21] и моделировании различных 

устройств в целом [22].  

В настоящее время актуальна разработка отече-

ственных систем автоматизированного проектиро-

вания различных СВЧ-устройств, антенн и инте-

гральных схем. Множество подобных задач может 

быть решено, используя метод PEEC, что подтвер-

ждает необходимость в его реализации. В квазиста-

тическом приближении использование метода сво-

дит задачу к схемотехническому моделированию 

эквивалентной схемы, состоящей из распределенных 

параметров, прежде всего емкости (C) и индуктив-

ности (L), которые могут быть представлены в виде 

матриц C и L для сложных геометрических струк-

тур. Эти матрицы для квазистатического и схемо-

технического анализа различны, однако они взаимо-

связаны и один тип матриц может быть получен из 

другого. В данной работе вычисляются матрицы 

коэффициентов электростатической и электромаг-

нитной индукции на основе нульмерных компонен-

тов с сосредоточенными параметрами.  

Цель работы – разработать алгоритм для вы-

числения ёмкостных и индуктивных матриц беско-

нечно тонких пластин методом PEEC. 

Особенности метода PEEC 

На высоких частотах поверхность проводника 

не является эквипотенциальной, поэтому в методе 

PEEC проводник делят на ячейки так, чтобы заряд в 

каждой из них мог принимать разное значение  

(рис. 1). При этом плотность заряда на проводнике 

неравномерна и имеет наименьшее значение в цен-

тре. Разделение проводника на элементарные ячейки 

(рис. 2) и определение его ёмкости за счет нахожде-

ния общего заряда на поверхности (рис. 3, а) про-

водника характерны для метода PEEC.  

 

 
Рис. 1. Пример дискретизации двумерного проводника  

для нахождения его ёмкости (n = 24) 

 

 
Рис. 2. Эквивалентная схема элементарной ячейки  

бесконечно тонкой пластины 

 

На рис. 2 изображена эквивалентная схема эле-

ментарной ячейки с номером n, состоящая из индук-

тивности Ln, сопротивления Rn, ёмкости Cn. Сопро-

1 2 3 4 5 6 

7 

13 

19 

12 

18 

24 

x 

y 

Эквивалентная 

схема 

Ln Rn 

Cn 

Элементарная 

ячейка 



УПРАВЛЕНИЕ, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И ИНФОРМАТИКА 

Доклады ТУСУР, 2024, том 27, № 1 

64 

тивление определяется по постоянному току и по-

этому не представляет сложности. 

Электрические ёмкости Cij бесконечно тонкой 

пластины, состоящей из двух проводников (рис. 3, а) 

в воздухе, вычисляются относительно бесконечной 

плоскости земли (φ = 0 В) при разных потенциалах 

(φi и φj) на проводниках i и j. 
 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Схемы ёмкостной (а)  

и индуктивной (б) связей связанной ЛП 

 

Эквивалентная схема связанной ЛП (см. рис. 3) 

включает собственные и взаимные ёмкости, которые 

определяются из зарядов  Qij   на обоих проводниках, как 

 , 1, 2.
( )

ij
ij

i j

Q
С j 

 
 (1) 

Заряд проводника 1 вычисляется как  

 1 11 12 11 12 1 12 2( ) ,Q Q Q C C C        (2) 

а проводника 2  

 2 21 22 21 1 22 21 2( ) .Q Q Q C C C        (3) 

Короткозамкнутая емкость Cs (от англ. short 

circuit capacitance) [15] является основой для вычис-

ления Cij в методе PEEC. Так, Csij вычисляется ре-

шением системы уравнений 
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При φ1 = 0 и φ2 = 1 В для проводника 1 получим 

1 12Q С . Если модель состоит из m проводников, то 

ёмкость вычисляется для рассматриваемого провод-

ника, а все остальные (m–1) проводники закорачи-

ваются. 

Из ёмкостной матрицы для квазистатического 

анализа может быть получена матрица для схемо-

технического анализа. Так, диагональные элементы 

матрицы С вычисляются суммированием всех эле-

ментов матрицы Cs построчно, а внедиагональные – 

как Cij = – Csij. 

Для расчета Cs в методе PEEC используется 

теория частичных коэффициентов потенциала Pp (от 

англ. partial coefficients of potential) [15], выражаемая 

как  

 
  1

s p

1
s p

,

.

Q Q




  



C P

C P
 (5) 

Матрица Pp симметрична, и все её значения по-

ложительные, а размер матрицы определяется чис-

лом проводников m, что позволяет оценить  полный 

заряд Qm на каждом проводнике m с потенциалом 

φm. Поверхностная плотность заряда (q) ограничива-

ется прямоугольными ячейками, на которые разде-

лён проводник (см. рис. 1). Однородная плотность 

заряда q(r) на ячейке, положение которой указано 

вектором r, вычисляется как   

 ( ) ,
Q

q
S

r  (6) 

где S – площадь ячейки. 

Используя уравнение Максвелла–Гельмгольца 

для скалярного потенциала [13] и применяя его к (6), 

получают 

  
0

1
( ) , ( ) ,

ε
S

g q dS


   r r r r  (7) 

где S′ – поверхность, на которой расположен заряд, 

ε0 = 8,85 пФ/м – электрическая постоянная, g – 

функция Грина свободного пространства [15].  

  
1 1

, ,
4

g  
 

r r
r r

 (8) 

где r и r′ – радиусы-векторы точек наблюдения и 

источника соответственно. 

Выражение (8) определяет потенциал, создава-

емый точечным источником в свободном простран-

стве. В данном случае необходимо найти заряды на 

ячейках (1 … n). Применяя (8) к (7), получают 

  
1

1
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ε
i
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i
i S
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    r r r r  (9) 

Предполагая равномерную плотность заряда на 

каждой ячейке, (9) записывается как 
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1
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где Qi = Siqi. 

Интегралы в (10) можно вычислить, если  

известны положение ячейки и точка наблюдения  

(k), как 
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Для получения симметричной ёмкостной мат-

рицы вводится усреднение [15] 
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Частичная индуктивность Lpkn, по аналогии с 

(12), определяется как [15] 
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где μ0 = 4π×10–7 – магнитная постоянная.  
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Рассмотрены две геометрические модели, со-

стоящие из одной (рис. 4, а) и двух (см. рис. 4, б) 

бесконечно тонких пластин, удаленных от плоскости 

земли на расстояние z1. 
 

  
а                                                   б 

Рис. 4. Геометрические модели для одной (а) и двух (б)  

бесконечно тонких пластин над плоскостью земли 

 

Для одной бесконечно тонкой пластины (см.  

рис. 4, а)  Ppkn  определяется как [15] 
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а Lpkn – как [15] 
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где  
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1 1

, e s
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l
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y y
  


.  

Для модели с двумя бесконечно тонкими пла-

стинами (см. рис. 4, б) Pp12 вычисляется, как в [23]. 

В выражениях (16), (17) добавлено малое зна-

чение (
37ˆ 10e  ) для исключения нулевого значения 

в натуральном логарифме.  
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а  Lp12 – как  [23] 
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где 
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Алгоритм вычисления ёмкостных  

и индуктивных матриц 

Разработан алгоритм для вычисления ёмкост-

ных и индуктивных матриц ЛП методом PEEC в 

MATLAB (рис. 5).  
 

 
Рис. 5. Блок-схема алгоритма вычисления ёмкостной  

и индуктивной матриц 

 

Блок-схема разработанного алгоритма включает: 

1. Ввод координат начала и конца проводника 

по осям x, y и z, а также числа проводников (m), ко-

торое определяет порядок матрицы Pp. 

2. Вычисление длин и ширин ячеек. 

3. Вычисление координат центров каждой ячей-

ки, а также расстояния между центрами. 
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4. Вычисление значений вспомогательных па-

раметров по (18).  

5. Вычисление матрицы Pp и Lp по (14)–(17) в 

зависимости от геометрической модели. 

6. Вычисление матрицы Cs по (5). 

7. Вывод значений Сs, Lp.  

Верификации алгоритма 

Верификация разработанного алгоритма прово-

дилась с программами ANSYS Q3D Extractor [24] 

(далее – ANSYS) и TALGAT (модуль MOM3D) [25] 

(далее – TALGAT). В работе использовалась студен-

ческая версия ANSYS. Важно отметить, что все гео-

метрические модели бесконечно удалены от земли. 

Сначала при вычислениях во всех программных 

средствах, включая основанное на разработанном 

алгоритме, использовалась минимально возможная 

расчетная сетка. Так, в реализованном алгоритме и 

программе TALGAT, число сегментов принято рав-

ным 1. В ANSYS это число принято минимально 

возможным – 5. 

Для верификации разработанного алгоритма 

использовалась геометрическая модель (рис. 6), со-

стоящая из двух прямоугольных пластин, располо-

женных друг над другом на расстоянии 50 мм и бес-

конечно удаленных от поверхности земли. Индук-

тивности вычислялись при протекании тока вдоль 

осей х и у. Геометрические параметры модели:  

a = 300 мм, b = 500 мм, d = 200 мм, c = 400 мм. 

 
Рис. 6. Геометрическая модель структуры из двух  

бесконечно тонких прямоугольных пластин 

 

Вычисленные для модели из рис. 6 значения 

матрицы коэффициентов Pp с помощью разработан-

ного алгоритма совпали до 4-го знака со значениями  

из [26]. 

Выполнено сравнение ёмкостных матриц, полу-

ченных разработанным алгоритмом и в программах 

ANSYS и TALGAT, результаты приведены в табл. 1. 

Используемые программы для верификации при 

моделировании используют метод конечных элемен-

тов (ANSYS) и метод моментов (TALGAT, ANSYS).  

Различия значений (см. табл. 1), полученных по 

разработанному алгоритму и в программе ANSYS, 

не превышают 8%, а TALGAT – 14%. Различия зна-

чений между TALGAT и ANSYS не превышают 22%. 

Вычислены значения матрицы L (табл. 2), при 

направлении протекания токов вдоль осей х и y. Ре-

зультаты вычислений сравнивались с результатами 

из [26] и полученными в программе ANSYS. 
 

Т а б л и ц а  1  

Матрицы Cs (пФ) для модели по рис. 6 

Источник Матрицы Cs 

Разработанный алгоритм 
28,22 16,79

16,79 20,88

 
  

 

ANSYS 
29,36 18,01

18,01 22,64

 
  

 

TALGAT 
26,67 14,85

14,85 20,00

 
  

 

 

Из табл. 2 видно, что при протекании токов 

вдоль осей x и y различия значений с [26] не превы-

шают 0,25 и 0,20% соответственно, а со значениями 

ANSYS 0,1 и 0,33%. 
 

Т а б л и ц а  2  

Матрицы L (нГн) для модели по рис. 6Ошибка! Источ-

ник ссылки не найден. 

 при направлении протекания тока вдоль осей x и y 

Источник x y 

Разработанный 

алгоритм 

188,92 60,76

60,76 40,85

 
 
 

 
68,01 72,91

72,91 163,41

 
 
 

 

[26] 
189,00 60,70

60,70 40,80

 
 
 

 
68,00 72,90

72,90 163,00

 
 
 

 

ANSYS 
188,91 60,78

60,78 40,87

 
 
 

 
68,01 72,88

72,88 163,58

 
 
 

 

 

Геометрическая модель, состоящая из трех бес-

конечно тонких пластин, две из которых расположе-

ны над третьей пластиной на расстоянии 2 мм, пред-

ставлена на рис. 7. Параметры модели взяты из [27]: 

a = c = 50 мм, b = 30 мм, d = 100 мм, e = 10 мм. 
 

 
Рис. 7. Геометрическая модель структуры из трех  

бесконечно тонких пластин 

 

Вычисленные ёмкостные матрицы по разрабо-

танному алгоритму и в ANSYS сведены в табл. 3. 

Также приведены результаты из [27]. 

Из табл. 3 видно, что значения, вычисленные 

разработанным алгоритмом, и из [27] совпадают. 

Различия значений по разработанному алгоритму и 

из ANSYS не превышают 17%. 

Матрицы индуктивностей по разработанному 

алгоритму и из ANSYS, представлены в табл. 4. Вы-

числение матриц выполнено при направлениях про-

текания тока вдоль осей х и у.  
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Т а б л и ц а  3  

Матрицы Cs (пФ) для модели по рис. 7 

Источник Матрицы Cs 

Разработанный алгоритм 

21,32 7,62 12,01

7,62 8,17 0,15

12,01 0,15 12,89

  
   
   

 

ANSYS 

21,71 7,74 12,18

7,74 8,35 0,18

12,18 0,18 13,13

  
   
   

 

[26] 

21,32 7,62 12,01

7,62 8,17 0,15

12,01 0,15 12,89

  
   
   

 

 

Из табл. 4 видно, что при протекании токов 

вдоль оси y различия значений с ANSYS не превы-

шают 0,37%. Однако при протекании тока вдоль оси 

x наблюдаются значительные расхождения (до 

44,05%) для элементов L32 и L23.  
 

Т а б л и ц а  4  

Матрицы L (нГн) для модели по рис. 7  

при направлении протекания тока вдоль оси x и y 

Источник x y 

Разработанный 

алгоритм 

10,21 9,88 9,64

9,88 18,89 5,17

9,64 5,17 14,87

 
 
 
  

 

40,85 11,86 19,27

11,86 6,80 3,10

19,27 3,10 14,86

 
 
 
  

 

ANSYS 

10,10 9,79 9,52

9,79 14,0 9,24

9,52 9,24 11,15

 
 
 
  

 

40,90 11,90 19,27

11,85 6,81 3,10

19,27 3,10 14,87

 
 
 
  

 

 

Геометрическая модель, состоящая из двух оди-

наковых бесконечно тонких пластин (a = 350 мм,  

b = 100 мм, h = 3 мм), представлена на рис. 8. 

 

 
Рис. 8. Геометрическая модель структуры из двух  

одинаковых бесконечно тонких пластин 
 
 

Из полученных матриц для верификации ис-

пользовались лишь значения собственной ёмкости. 

Получены значения C для разработанного алгоритма 

(111,58 пФ), из ANSYS (114,50 пФ) и TALGAT 

(108,94 пФ), а также (109,60 пФ) из [26]. Макси-

мальное различие значений, полученных разрабо-

танным алгоритмом, и в программе ANSYS не пре-

вышало 2,55%, а минимальное значение (1,81%) 

получено из результатов [26]. Различия результатов, 

полученных в программе TALGAT, не более 2,42%. 

Матрицы индуктивностей, полученные, исполь-

зуя разработанный алгоритм и программу ANSYS 

при направлениях протекания тока вдоль осей х и у, 

приведены в табл. 5. 

Видно, что различия значений не превышают 

0,14% при протекании тока как вдоль оси x, так и y. 
 

Т а б л и ц а  5  

Матрицы L (нГн) для модели по рис. 8 

 при направлении протекания тока вдоль осей x и y 

Источник x y 

Разработанный 

алгоритм 

14,50 13,99

13,99 14,50

 
 
 

 
177,64 171,43

171,43 177,64

 
 
 

 

ANSYS 
14,52 14,01

14,01 14,52

 
 
 

 
177,89 171,59

171,59 177,81

 
 
 

 

 

Дополнительно для модели ЛП из рис. 8 вычис-

лены значения ёмкостей при изменении расстояния 

между пластинами: a = b = 200 мм, h = 5, 20, 200, 

1000 мм. 

В табл. 6 приведены значения собственной ём-

кости одной из пластин, полученные из [26], с по-

мощью рассчитанного алгоритма, с помощью 

ANSYS и значения системы TALGAT. 
 

Т а б л и ц а  6  

Значения C (пФ) для модели по рис. 8 

Алгоритмы расчета 

(источник) 

Параметр h, мм 

5 20 200 1000 

Разработанный  

алгоритм 
78,12 24,04 8,20 7,52 

[26] 76,40 22,50 5,80 4,30 

ANSYS 78,85 24,19 8,32 7,63 

TALGAT 76,02 23,46 8,63 8,03 

Δ, %  2,76 6,84 41,38 74,88 
 

Из табл. 6 видно, что максимальные различия 

(Δ) 2,20, 6,84, 41,38 и 74,88% получены при h =5, 20, 

200 и 1000 мм, сравнением с [26]. Минимальные 

различия значений 0,93, 0,62, 1,43 и 1,44% получены 

аналогично при h = 5, 20, 200 и 1000 мм, сравнением 

со значениями, полученными в ANSYS. Различия 

значений разработанного алгоритма, с TALGAT, при 

аналогичных параметрах вычисления, составили 

2,76; 2,47; 4,98 и 6,35% при h = 5, 20, 200 и 1000 мм 

соответственно. 

Далее выполнена верификация разработанного 

алгоритма при учащении расчётной сетки (рис. 9) 

для геометрической модели, состоящей из квадрат-

ной (200×200 мм) бесконечно тонкой пластины. 
 

      
а                                б                                 в 

Рис. 9. Расчётная сетка в ANSYS (а),TALGAT (б)  

и разработанном алгоритме (в) при n = 400 
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Для выбранной геометрической модели рассчи-

тана С бесконечно тонкой пластины при различном 

значении n и получена зависимость, представленная 

на рис. 10. 

 
Рис. 10. Зависимость С от n для бесконечно 

 тонкой пластины в ANSYS (-·-),TALGAT (---)  

и разработанном алгоритме (–) 
 

Исходя из рис. 10, среднее различие значений 

разработанного алгоритма (рис. 11) с ANSYS со-

ставляет 3,39%, а с TALGAT – 3,58%. Видно, что 

различия незначительны и могут быть объяснены 

различием численных методов, а именно PЕЕС для 

разработанного алгоритма и метод моментов для 

ANSYS и TALGAT. 

 

 
Рис. 11. Различия значений разработанного алгоритма 

 с TALGAT (-·-) и ANSYS (---)  
 

Заключение 

Разработан алгоритм вычисления ёмкостных и 

индуктивных матриц методом эквивалентных схем 

из частичных элементов, отличающийся возможно-

стью вычисления расстояния между центрами ячеек 

в геометрической модели и позволяющий проводить 

вычисления ёмкостных и индуктивных матриц при 

заданных количестве ячеек и их размерах. При срав-

нении значений коэффициента Pp разработанного 

алгоритма и известного источника, показано, что 

значения совпадают с точностью до 4-го знака. 

Вычисление ёмкостных матриц для модели, со-

стоящей из двух бесконечно тонких пластин, пока-

зало, что максимальное различие значений, полу-

ченных разработанным алгоритмом, с программой 

ANSYS не превышает 2,55%, а минимальное – 

1,81% с результатами из известных источников. Раз-

личия значений с программой TALGAT составляет 

2,42%. Дополнительно вычислена ёмкость при из-

менении расстояния между пластинами. Наблюдает-

ся, что минимальные различия значений достигают-

ся между разработанным алгоритмом и программой 

ANSYS, тогда как максимальные – со значениями из 

открытых источников. 

При вычислении индуктивности разработан-

ным алгоритмом для модели из двух бесконечно 

тонких пластин выявлено, что различия значений с 

системой ANSYS не превышают 0,1 и 0,33% при 

направлении протекания токов вдоль осей x и y, а с 

результатами из известных источников – 0,25 и 

0,20% при том же направлении протекания тока  

по осям. 

Вычисление ёмкостных матриц для модели из 

трех бесконечно тонких пластин, в которой две пла-

стины расположены над третьей, показало совпаде-

ние до 2-го знака результатов вычислений разрабо-

танным алгоритмом со значениями из известного 

источника, тогда как различие значений с програм-

мой ANSYS составило 16,67%. Значения индуктив-

ных матриц, вычисленных разработанным алгорит-

мом и программой ANSYS, не превысили 0,37% при 

протекании тока по оси y.  

Выполнена верификация разработанного алго-

ритма при учащении расчётной сетки разработанно-

го алгоритма с программами ANSYS и TALGAT. 

Различия значений с TALGAT не превышают 3,69%, 

а с ANSYS – 3,52%. 

Дальнейшей перспективой является расшире-

ние функционала для вычислений геометрических 

моделей с учетом толщины и потерь, а также реали-

зация алгоритма в виде программного модуля с гра-

фическим интерфейсом. Помимо этого предполага-

ется провести эксперимент на реальных СВЧ-

устройствах (микрополосковых, копланарных или 

связанных линиях передачи).  
Работа выполнена при финансовой поддержке 

Российского научного фонда, проект №19-79-10162, 
https://rscf.ru/project/19-79-10162/. 
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Algorithm for calculating capacitive and inductive matri-

ces of infinitely thin plates by the partial element equiva-

lent circuit method 

 

An algorithm for computing capacitive and inductive matrices 

of infinitely thin plates by the partial element equivalent cir-

cuit (PEEC) method is developed. The special features of 



УПРАВЛЕНИЕ, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И ИНФОРМАТИКА 

Доклады ТУСУР, 2024, том 27, № 1 

70 

calculating the matrices of two and three air-filled infinitely  

thin plates models are described. The algorithm is verified 

with the help of ANSYS and TALGAT programs, as well as 

data from open sources. 

Keywords: coupled transmission line, partial element equiva-

lent circuit method, capacitive matrix, inductive matrix, nu-

merical methods, electromagnetic compatibility, modeling. 
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