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УДК 621.373.5 
 
Г.М. Шевченко, В.С. Поздняков, Э.В. Семенов, А.А. Березин 
           
Генератор пар импульсов противоположной полярности  
с повышенной мощностью с применением сумматора  
на нерегулярно-включенных полосковых линиях 
 

Рассмотрен генератор пар импульсов с субнаносекундным фронтом, в котором импульсы противоположной 

полярности создаются отдельными формирователями, а затем подаются на мостовой сумматор оригинальной 

конструкции. Впервые в устройствах подобного типа достигнута выходная мощность 18 Вт. Отличительной 

особенностью данной структуры является то, что половина мощности формирователей рассеивается на бал-

ластном резисторе моста (из-за попеременного появления импульсов на входах сумматора). Для частичной 

компенсации этого эффекта входное сопротивление сумматора выбрано вполовину меньше стандартного  
(25 Ом), что в действующей схеме формирователей приводит к увеличению отбора мощности от них. Сами 

формирователи выполнены на диодах с накоплением заряда (ДНЗ) по схеме близкой к традиционной, но отли-

чаются диодной цепью на выходе, которая устраняет проникновение на выход паразитных выбросов противо-

положной полярности и защищает ДНЗ от действия импульса соседнего формирователя. Формирователь при-

меняется в экспериментах по нелинейной видеоимпульсной локации. 
Ключевые слова: lиоды с накоплением заряда, согласованно-развязанный сумматор, нелинейная локация.  
DOI: 10.21293/1818-0442-2024-27-1-7-12 
 
Нелинейная локация является одним из путей 

повышения избирательности радиолокационных 

систем за счет использования признаков нелинейно-

сти в рассеянном объектами сигнале. Она использу-

ется для обнаружения электронных устройств при 

досмотре [1], мониторинга самодвижущихся аппара-

тов [2] и выявления некачественных электрических 

контактов [3]. 
Надежды на существенное улучшение характе-

ристик нелинейных локаторов связаны с переходом 

к видеоимпульсным тестовым сигналам [4]. Для 

обнаружения нелинейного объекта с использовани-

ем видеоимпульсного нелинейного локатора необхо-

димо воздействовать на объект двумя отличающи-

мися тестовыми сигналами. Частным случаем раз-

личия является случай, когда два сигнала имеют 

разную полярность [4]. Иными словами, для реали-

зации принципа нелинейной видеоимпульсной  
локации требуются генераторы пар импульсов  
противоположной полярности с большой пиковой 

мощностью. 
В настоящее время известны схемы генераторов 

пар импульсов противоположной полярности только 

на относительно небольшую мощность (не более  
3,4 Вт) [5]. Такая мощность позволяет лишь прово-

дить эксперименты в ТЕМ-камерах небольшого раз-

мера. Увеличение выходной мощности таких генера-

торов весьма актуально. Решение этой задачи и яв-

ляется целью настоящей статьи. 
Структурная схема формирователя импульсов 

В принципе возможно два способа объединения 

выходов ключей, формирующих положительные и 

отрицательные импульсы. Первый способ: гальва-

ническое соединение [5, 6]. В этом случае на ключи 

приходится подавать дополнительное запирающее 

напряжение для исключения их паразитного сраба-

тывания от импульса соседнего канала. Это приво-

дит к тому, что выходное напряжение генератора в 

целом оказывается значительно меньше предельного 

напряжения ключей. 
Второй способ: выполнять формирователи по-

ложительной и отрицательной полярности раздель-

но, а сложение их сигналов выполнять в отдельном 

устройстве, обладающем развязывающими свой-

ствами. В таком случае ключи могут работать в пре-

дельном для них режиме (по напряжению). Далее 

рассматривается именно этот вариант. 
На рис. 1 приведена структурная схема генера-

тора пар импульсов противоположной полярности. 

Он состоит из трех устройств: формирователя им-

пульса положительной полярности G1, формирова-

теля импульса отрицательной полярности G2 и со-

гласованно-развязанного сумматора A1. 
 

 
Рис. 1. Структурная схема формирователя 

 
Формирователи импульсов положительной  

и отрицательной полярности 
В настоящее время основным используемым 

методом для формирования импульсных сигналов 

большой мощности, имеющих фронт пикосекунд-

ной длительности, является прямой разряд накоп-

ленного заряда на реактивных элементах на нагруз-

ку [7]. Данным способом возможно обеспечить 

формирование импульсов с необходимой амплиту-

дой и пикосекундным фронтом. 
Наибольшим потенциалом увеличения импуль-

сной мощности для нашей задачи обладают форми-
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рователи импульсов на диодах с накоплением заряда 

(ДНЗ) [7]. Известны варианты таких диодов, назы-

ваемые дрейфовыми диодами с резким восстановле-

нием, на которых достигаются импульсные мощно-

сти до 1 МВт и более. 

Наиболее мощные варианты схем формирова-

телей импульсов на ДНЗ предполагают импульсный 

режим накачки диода [8]. Для дальнейшей прора-

ботки мы выбрали такой вариант схемы. Удобная 

для наших задач модификация схемы приведена на 

рис. 2. 
 

 
Рис. 2. Принципиальная схема формирователя импульсов положительной полярности 

 
Схема формирователя изображена для создания 

выходного импульса положительной полярности. 

Формирователь отрицательного импульса устроен 

аналогично, за исключением другой полярности 

питания и другого типа канала полевого транзистора 

(использован транзистор IRFL9014). Кроме того, 

катод и анод для всех диодов меняются местами. 
Схема реализует известный принцип работы 

обострителя импульса на диоде с накоплением заря-

да [7] с импульсной накачкой, которая уменьшает 

влияние инерционных процессов в диоде при пере-

ключении. Если импульс накачки выбрать по дли-

тельности меньше времени жизни неосновных но-

сителей заряда в базе диода, то они практически не 

успевают рекомбинировать, что делает процесс их 

экстракции при запирании диода максимально 

быстрым. 
В схеме применяется накопление энергии в 

форме магнитного поля вокруг индуктивности L1. 

На вход формирователя подается прямоугольный 

импульс запуска, в результате чего транзистор VT1, 

работающий в режиме источника тока, заряжает 

конденсатор C4. Напряжение на C4 вызывает ток по 

цепи L1–VD1, что соответствует режиму накачки 

ДНЗ VD1. После окончания импульса запуска резо-

нансный процесс в системе L1–C4 приводит вначале 

к уменьшению тока L1, а затем к его инверсии. Ин-

вертированный ток L1 разряжает ДНЗ и приводит к 

его закрыванию. Номиналы резонатора L1–C4 выби-

раются так, чтобы в момент закрывания ДНЗ ток 

индуктивности был максимален. При закрывании 

VD1 этот ток перебрасывается в нагрузку, формируя 

выходной импульс. 
В экспериментах импульсы запуска формирова-

телей вырабатывались двухканальным генератором 

Hantek HDG6202B (время нарастания не более 5 нс). 

Амплитуда импульсов регулировалась в соответ-

ствии с крутизной используемых полевых транзи-

сторов для получения заданного тока заряда конде-

сатора С4 (около 1,2 А). Для формирователя поло-

жительного импульса импульс запуска имеет ампли-

туду 7,7 В, а для отрицательного −10 В. Длитель-

ность импульса запуска выбирается исходя из до-

стижения требуемого тока накачки ДНЗ (1,6 А) с 

учетом выбранной емкости конденсатора C4. В экс-

периментах длительность импульса запуска состав-

ляла 60 нс. 
Отличия схемы на рис. 2 от классической со-

стоят в устройстве выходной ступени C5–R4–VD2–

VD3. Данная цепь решает две задачи. Во-первых, 

благодаря ей устраняется проникновение на выход 

паразитных выбросов противоположной полярно-

сти. Во-вторых, для импульса противоположной 

полярности, проникающего со второго канала, дан-

ная схема работает как короткозамыкатель, отража-

ющий паразитные остатки импульса соседнего ка-

нала обратно в сумматор. На рис. 3 показаны им-

пульсы на выходе формирователя с выходной ступе-

нью (кривая 1) и без нее (кривая 2). 
 

 
Рис. 3. Форма импульсов на выходе формирователя: 

1 – c выходной ступенью из диодов VD2 и VD3,  
2 – без выходной ступени 

 
Представленная схема формирователей обеспе-

чивает напряжение выходного импульса 52 В (поло-
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жительный импульс) и 48 В (отрицательный им-

пульс) на нагрузке 50 Ом с временем нарастания 

0,6 нс. 
Устройство суммирования сигналов  

формирователей 
Выбранный способ генерирования пар импуль-

сов противоположной полярности двумя отдельны-

ми формирователями с последующим суммировани-

ем предъявляет к сумматору весьма жесткие требо-

вания по полосе пропускаемых частот, а также раз-

вязке входных портов. Эффективная развязка вход-

ных портов обеспечивается в мостовых схемах сум-

маторов [9], поэтому было решено использовать 

сумматор мостового типа. 
Относительной простотой отличаются мосто-

вые схемы сумматоров, выполненные на одном маг-

нитопроводе [9, 10]. Однако такие устройства с ми-

нимальным числом магнитопроводов, например 

сумматоры со сложением токов или напряжений в 

нагрузке, оказываются недостаточно широкополос-

ными, поскольку их полоса рабочих частот сверху 

ограничена фазовым набегом в линиях передачи 

[11]. В то же время существуют схемы сложения 

сигналов двух генераторов, представляющие собой 

цепи неминимально-фазового типа, признаком кото-

рых является наличие двух и более каналов прохож-

дения сигнала. В одном из этих каналов располага-

ется полезная нагрузка, в другом – балластный рези-

стор. В таких схемах фазовый набег в линиях пере-

дачи уже не является фактором, ограничивающим 

верхнюю рабочую частоту. При этом входы сумма-

тора оказываются взаимно развязанными [11, 12]. 

Одна из схем такого устройства приведена на рис. 4. 
 

 
Рис. 4. Схема согласованно-развязанного сумматора 

 
Такой сумматор содержит четыре линии пере-

дачи с волновым сопротивлением W, для двух из 

которых импеданс общего провода используется для 

развязки по переменному току входной и выходной 

пары полюсов линии. Линии передачи W1, W3 и W2, 

W4 соединяются на входе параллельно. Таким обра-

зом, входное сопротивление со стороны формирова-

телей равно 
Rвх = W/2. 

По выходу W1, W4 и W2, W3 образуют две пары по-

следовательно соединенных линий, которые соеди-

няются параллельно, образуя выходное сопротивле-

ние сумматора, равное 
Rвых = W. 

Согласованный режим работы сумматора обеспечи-

вается при условии равенства волновых сопротив-

лений линий передач W и сопротивления балластно-

го резистора Rб, а также при равенстве выходного 

сопротивления сумматора Rвых сопротивлению 

нагрузки Rн. Отсюда условие согласования суммато-

ра выглядит следующим образом: 
Rн = Rб = W = Rвых. 

Особенностью режима работы сумматора в 

структурной схеме, представленной на рис. 1, явля-

ется то, что сигнал во втором входе сумматора от-

сутствует при появлении импульса на первом входе. 

Из-за этого половина поступающей на сумматор 

мощности рассеивается на балластном резисторе. 

Однако при этом и сопротивление нагрузки сумма-

тора вдвое больше входного, что приводит к равен-

ству напряжений импульса на входе и выходе сум-

матора. Это свойство сумматора хорошо согласуется 

с особенностями используемых формирователей 

импульсов. Диоды с накоплением заряда ограничи-

вают амплитуду выходного импульса собственным 

напряжением пробоя. То, что сумматор не уменьша-

ет напряжение выходного сигнала по отношению ко 

входному, позволяет получить амплитуду генериру-

емых пар импульсов, практически равную напряже-

нию пробоя ДНЗ. Конечно, для компенсации потерь 

в балластном резисторе потребуется увеличить ток, 

отдаваемый формирователем на относительно низ-

коомную нагрузку (25 Ом), но это не представляет 

технической проблемы. 
Сложная схема соединений линий на выходе 

сумматора и в окрестности балластного резистора 

ведет к тому, что обычно его выполняют из отрезков 

коаксиального кабеля или двухпроводных линий 

передачи, а для обеспечения необходимого значения 

синфазной индуктивности прибегают к использова-

нию ферритовых сердечников [11–14]. Паразитные 

параметры такой конструкции ограничивают его 

верхнюю граничную частоту [12]. Обычно такие 

сумматоры имеют диапазон до частоты порядка  
100 МГц. 

В нашем случае требуется диапазон частот 

сумматора ориентировочно до 1 ГГц. Для снижения 

паразитных параметров применены нерегулярно-
включенные линии в полосковом исполнении  
(рис. 5) [15]. 

 
Рис. 5. Поперечное сечение линий передачи:  

1 и 2 – металлические проводники, 3 – диэлектрик 
 

В полосковой реализации весьма сложно вы-

полнить все необходимые перемычки в сумматоре 

так, чтобы их индуктивность была минимальной. 

Входы линий на верхней стороне подложки подклю-

чены к общему проводу входных разъемов (рис. 6, а). 

Выходы пары накрест лежащих проводников соеди-

нены через переходные отверстия с контактами бал-

ластного резистора. Оставшаяся пара также накрест 

лежащих линий соединена с общим проводом вы-

ходного разъема. 
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С обратной стороны подложки (рис. 6, б) входы 

линий подключены к сигнальному проводнику 

входных разъемов. Выходы накрест лежащих про-

водников также подключаются к выводам балласт-

ного резистора. Другая пара накрест лежащих про-

водников через переходное отверстие подключается 

к сигнальному выводу выходного разъема. 
 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Топология сумматора: а – верхняя сторона, 
б – нижняя сторона 

Представленный на рис. 6 сумматор изготовлен 

на ламинате марки WL-CT338 толщиной 0,508 мм. 

Ширина линий равна 1,5 мм, что обеспечивает вол-

новое сопротивление линий передачи, близкое к 

50 Ом. 
Нижняя рабочая частота в рассматриваемом 

сумматоре определяется значением индуктивности 

между входом и выходом линий передачи W1 и W3 

при их синфазном возбуждении, поскольку эта ин-

дуктивность оказывается приведенной ко входному 

порту в виде шунта. Поскольку в полосковой реали-

зации сумматора не используются ферромагнетики, 

единственным способом управления синфазной ин-

дуктивностью линий является изменение их длины. 

В представленной на рис. 6 топологии длина линий 

составляет 102 мм, что обеспечивает диапазон ча-

стот от 30 МГц [16].  
Генератор пар импульсов противоположной 

полярности в целом 
Конструкция генератора пар импульсов проти-

воположной полярности в сборе приведена на рис. 7. 
 

 
Рис. 7. Внешний вид генератора пар импульсов 

 противоположной полярности 

Форма импульсов на выходе генератора пар им-

пульсов приведена на рис. 8. Амплитуда импульсов 

составляет 30 В (положительный импульс) и 31 В 

(отрицательный импульс). Снижение амплитуды 

импульса по отношению к выходному сигналу от-

дельных формирователей обусловлено тем, что 

формирователи теперь нагружены на сопротивление 

25 Ом вместо 50 Ом. Это снижение напряжения мо-

жет быть скомпенсировано увеличением тока накач-

ки индуктивности L1 в формирователях. 
 

 
Рис. 8. Сигнал на выходе сумматора импульсов 

Длительность фронта импульсов на выходе 

сумматора не отличается от длительности фронта 

импульсов отдельных формирователей и составляет 

0,6 нс. Это говорит о том, что верхняя граница ча-

стотного диапазона сумматора вполне достаточна 

для наших целей. 
Длительность спада импульсов на выходе гене-

ратора составляет 4,5 нс, что несколько меньше, чем 

длительность спада импульсов на выходах форми-

рователей (8 нс). Это сокращение длительности спа-

да обусловлено синфазной индуктивностью линий, 

которая определяется их длиной. Генератор исполь-

зуется далее для задач нелинейного зондирования 

объектов, и указанное соотношение длительностей 

фронта и спада вполне приемлемо: спад не имеет 

существенного зондирующего действия по сравне-

нию с фронтом. 
Заключение  
Рассмотренный в работе способ генерации им-

пульсов противоположной полярности позволил 

получить на выходе формирователя пиковую мощ-

ность порядка 18 Вт. В сравнении с предыдущей 

работой, посвящённой увеличению мощности двух-

тактных формирователей на ДНЗ [5], выходная 

мощность возросла в 5,3 раза. Длительность фронта 

составляет 0,6 нс с возможностью уменьшения дан-

ного показателя за счет замены выходного диода 

BAT41 на диод с лучшим быстродействием. 
Работа выполнена в рамках государственного 

задания Министерства науки и высшего образования 

Российской Федерации (проект № FWRM-2021-0015). 
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Shevchenko G.M., Pozdnyakov V.S.,  
Semyonov E.V., Berezin A.A. 
Opposite polarity pulse pair generator with increased 
power using adder on suspended striplines 
 
A pulse pair generator with a subnanosecond front is consid-
ered, in which pulses of opposite polarity are created by sepa-
rate generators, and then supplied to the bridge combiner of 
the original design (on suspended striplines). For the first time 
in devices of this type, an output power of 18 watts was 
achieved. A distinctive feature of this structure is that a half 
of the power of the generators is dissipated on the ballast re-
sistor (due to the alternating appearance of pulses at the inputs 
of the combiner). To partially compensate for this effect, a 
half-standard (25 ohms) input resistance of the adder is se-
lected. In the current circuit of generators it leads to an in-
crease in power takeoff from them. The generators themselves 
are made on step recovery diodes (SRD) according to a 
scheme close to the traditional one, but differ by a diode cir-
cuit at the output, which eliminates penetration of parasitic 
lobes of a pulse of opposite polarity to the output and protects 
the SRD from the action of the pulse of the neighboring gen-
erator. The shaper is used in experiments to study nonlinear 
scattering. 
Keywords: step recovery diodes, matched and isolated com-
biner, nonlinear radar. 
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УДК 621.314.263          
 
К.В. Билинский, Е.В. Емельянов, А.В. Сбродов 
 
Исследование влияния конструкции антипараллельной пары 
диодов с барьером Шоттки на потери преобразования 
гармонического смесителя 3-мм диапазона  

 
Представлены устройство и принцип работы пассивного гармоникового смесителя 3-мм диапазона (75–110 ГГц), 
активным элементом которого является антипараллельная пара диодов с барьером Шоттки (ДБШ). Изложен 

теоретический анализ работы смесителя. Приведена методика измерений потерь преобразования с помощью 

векторного анализатора цепей. Представлены экспериментальные результаты исследования зависимости потерь 

преобразования гармоникового смесителя от конструкции антипараллельной пары ДБШ. Варьируемыми пара-

метрами антипараллельной пары диодов являлись расстояние между анодными выводами, длина анодного вы-

вода и диаметр барьерного контакта Шоттки. Указан динамический диапазон смесителя. 
Ключевые слова: гармониковый смеситель, антипараллельная пара ДБШ, потери преобразования, нелинейный 

элемент. 
DOI: 10.21293/1818-0442-2024-27-1-13-22 
 
В области радиотехники и радиоэлектроники 

востребованными являются приборы и устройства, 

работающие в том числе в миллиметровом диапа-

зоне длин волн [1]. Например, при использовании 

миллиметрового диапазона с целью передачи или 

приема радиосигналов (информации) являются не-

обходимыми устройства, обладающие способностью 

преобразовывать радиосигнал и переносить его ин-

формационную составляющую в область более низ-

ких промежуточных частот (ПЧ). В низкочастотной 

области ПЧ существенно проще и дешевле произво-

дить дальнейшую обработку информационного ра-

диосигнала. Одним из таких преобразователей ча-

стоты является гармониковый смеситель [2]. По 

сравнению с балансным смесителем он имеет такие 

преимущества, как низкие частоты гетеродина, ши-

рокая полоса рабочих частот, значительная развязка 

гетеродин – радиосигнал, простота сборки и настрой-

ки. Опять же в сравнении с балансными смесителя-

ми обладает худшими шумовыми характеристиками 

и бо́льшими потерями преобразования. Таким обра-

зом, актуальной задачей представляется снижение 

потерь преобразования гармоникового смесителя 

для его большего практического применения [3]. 
Теоретический анализ работы  

гармонического смесителя 
Смеситель – это устройство для выполнения 

операции сложения и вычитания гармонических 

сигналов. В данном тексте рассматривается пассив-

ный гармонический смеситель, осуществляющий 

сложение (вычитание) первой гармоники радиосиг-

нала миллиметрового диапазона (РЧ) и n-й четной 

гармоники (в данном случае n = 10) гетеродина (ОС – 

опорный сигнал), в результате чего образуется низ-

кочастотный сигнал промежуточной частоты (ПЧ). 

Частота ПЧ задается соотношением 
ПЧ ОС 1РЧf nf f    или  ПЧ 1РЧ ОСf f nf  ,    (1) 

в зависимости от того, выше по частоте n-я гармо-

ника гетеродина, чем радиосигнал, или ниже (fnOC ˂  
˂ f1РЧ, fnOC ˂ f1РЧ). Такое преобразование частоты 

возможно за счет нелинейного полупроводникового 

элемента, в данном конкретном случае антипарал-

лельной пары ДБШ.  
Согласно работе [4], для анализа основных ха-

рактеристик смесителя его заменяют на эквивалент-

ную схему шестиполюсника (рис. 1), которая учиты-

вает из бесконечного числа гармоник гетеродина, 

сигнала и их комбинационных составляющих 

nfOC±mfРЧ только основную частоту радиосигнала, 

промежуточную частоту, зеркальную частоту fЗЧ (от-

стоящую от fРЧ на величину 2 fПЧ), что эквивалентно 

короткому замыканию цепей всех гармоник и боко-

вых частот, кроме рассматриваемых. Гетеродин ОС 

(соответственно, и эквивалентные параметры кон-

такта металл–полупроводник, определяемые мощ-

ностью и частотой первой гармоники гетеродина:  
Rj, Cj – дифференциальные сопротивление и емкость 

барьерного контакта Шоттки, Rbr, Cbr – сопротивле-

ние и емкость мостикового анодного вывода) и цепь 

постоянного тока считаются внутренними элемен-

тами смесителя (шестиполюсника). G1, G2, G3, U1, 

U2, U3 – проводимости и напряжения цепей РЧ, ПЧ, 

ЗЧ соответственно.  Rs и Rsω – сопротивления объема 

полупроводника (кристалла GaAs) на низкой (ПЧ) и 

высокой (РЧ) частотах, Сj слабо зависит от сигналов 

гетеродина и РЧ, поэтому ее выносят за пределы 

шестиполюсника.  
 

НЧ                                         КВЧ

 
Рис. 1. Представление смесителя в виде шестиполюсника 

на низкой частоте (НЧ) и на высокой частоте (КВЧ) 
 
Если принять следующие упрощающие допу-

щения, что смеситель работает в режиме преобразо-

вания частоты малого сигнала, а нелинейный эле-

мент представляет собой чисто нелинейное активное 
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сопротивление и напряжение гетеродина на нем за-

дается функцией, зависящей только от постоянной 

составляющей и n-й (рабочей) гармоники ОС 

OC OCcos( )V V U n t   ,                  (2) 
то амплитуды токов и напряжений радиосигнала 

ωРЧ, промежуточной ωПЧ и зеркальной ωЗЧ частот 

связаны линейными уравнениями [5] 
*

1 1 1 2 2 3 3
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                  (3) 

где (*) – комплексно-сопряженные величины. Коэф-

фициенты G1, G2, G3 при введенных допущениях 

являются действительными величинами и по из-

вестному уравнению ВАХ нелинейного элемента 

( )i f V  могут быть выражены следующим образом: 
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nG f V n t dt

 

 

 







 




 









      (4) 

где '( ) /f V di dV , V задается выражением (2). По-

стоянная составляющая выпрямленного тока опре-

деляется соотношением  
OC/

OC
0

0
( )

n
I f V dt

 



  ,                    (5) 

а постоянное напряжение V = –I0Rн, где Rн – сопро-

тивление нагрузки. Амплитуда тока гетеродина 

определяется через ВАХ нелинейного элемента как 
OC/

OC
OC OC

0

2 ( )cos( )
n

n
nI f V n t dt

 


 
  .       (6) 

Потери преобразования смесителя в предполо-

жении, что Rsω = Rs, Rjω= Rj (мощность первой гар-

моники ОС, задающей Rj значительно больше мощ-

ности падающей на ДБШ РЧ), определяются 

2 2

0 э
2 2

вых

(1 2 )(1 2 )
1( )

1 1

s
j s j

j

s s
j s j

j

RR R C
R

L L G R RR R C
R R

  

 

  

,  (7) 

где Rвых – выходное сопротивление смесителя, под ω 

подразумевается частота РЧ. А зависимость потерь 

преобразования от эквивалентной проводимости 

генератора РЧ и нагрузки цепи зеркальной частоты 

ЗЧ  L0(Gэ)  задаются соотношением 
2

2
1 1 3 э 1 3 э

1
0 э 2

э 2

2( )( )
( )

GG G G G G G G
GL G

G G

    

 ,   (8) 

где эквивалентная проводимость Gэ равна 

2 2

э

1 2

(1 2 )

j s j

s
j

j

R R C
G RR

R

 




.                        (9) 

Из выражения (8) следует, что потери преобразова-

ния на эквивалентной КВЧ-схеме шестиполюсника 

зависят не только от потерь мощности на элементах 

эквивалентной схемы Rj, Cj, Cs, Rbr, Cbr, но и от со-

гласования нелинейного элемента с генератором 

входной РЧ. Если величины Rs и Сs малы и выполня-

ется условие, что Rsω ˂˂ Rjω, ω2RjRsСs
2 ˂˂ 1, то вели-

чина L0 слабо зависит от Gэ, и, согласно результатам 

работы [6], потери преобразования приближенно 

определяются следующим образом: 
2 2

0
вых

(1 )(1 )s s
j s j

j

R RL L R R C
R R


    


.      (10) 

В реальной схеме смесителя обычно выполня-

ются условия ωПЧ ˂˂ ωРЧ и ωПЧ ˂˂ ωОС, и, если при 

этом смеситель не содержит высокодобротных резо-

нансных элементов, способных разделить токи зер-

кальной и радиосигнальной частот (что весьма 

труднореализуемо в КВЧ-диапазоне при распреде-

ленных элементах цепи в волноводной линии), в 

эквивалентной схеме смесителя (рис. 1) проводи-

мость нагрузки цепи ЗЧ равна выходной проводимо-

сти генератора РЧ. Данный режим включения сме-

сителя G1 = G3 называется широкополосным. Из чего 

следует, что теоретически минимально возможные 

потери преобразования смесителя в 3 дБ, так как 

мощность преобразованного сигнала РПЧ распреде-

ляется поровну между цепями входного радиосиг-

нала РЧ и зеркальной частоты ЗЧ.  
Из выражений (10) и (7) следует, что потери 

преобразования смесителя определяются тремя 

сомножителями. Первый сомножитель L0 (или 

L0(Gэ)) отвечает за потери преобразования в нели-

нейном сопротивлении барьерного контакта Шоттки 

Rj. Он определяется ВАХ контакта металл–полупро-
водник и параметрами режима работы ДБШ (уро-

вень мощности ОС, сопротивление в цепи постоян-

ного тока, напряжение постоянного смещения – в 

данном случае оно отсутствует). Второй сомножи-

тель характеризует потери мощности на КВЧ, при 

большом сопротивлении барьерного контакта Rj су-

щественно сказывается шунтирующее действие ем-

кости Cj, что приводит к росту потерь на КВЧ (тре-

тье слагаемое второго сомножителя). При малой 

величине Rj преобладают потери, связанные с нали-

чием последовательного сопротивления Rs (второе 

слагаемое). Минимальные потери преобразования 

будут при равенстве проводимостей  ωCj = 1/Rj  и 

составят 

0
вых

(1 2 )(1 )s
s j

RL L R C
R

    .               (11) 

Третий сомножитель определяет часть потерь по 

выходному сигналу на последовательном сопротив-

лении Rs. 
В работе [4] также подробно рассмотрена зави-

симость потерь преобразования на нелинейном со-
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противлении барьера Шоттки Rj, из которой получе-

ны следующие выражения в предположении, что 

ВАХ контакта Шоттки не зависит от частоты, и 

напряжение сигнала гетеродина на ДБШ в общем 

случае можно разложить в ряд Фурье по гармоникам 

(с учетом антипараллельного включения ДБШ): 

OC OC
1

cos( )
z

V V U z t




   ,                 (12) 

тогда ток через ДБШ задается как 

0 0 OC OC
1

( ) exp cos(z )
z

qV qI V I J U t
kT kT





  
         

 , (13) 

где J0 – модифицированная функция Бесселя перво-

го рода нулевого порядка, I0 = 13×10–15 – ток насы-

щения ДБШ, q = 1,6×10–19 Кл – заряд электрона,  
k = 1,37×10–23  Дж/К – постоянная Больцмана, T = 300 К – 

температура, η = 1,2 (обычно в пределах 1…1,5) – 

коэффициент идеальности ДБШ, z – номер гармони-

ки гетеродина. Входная проводимость смесителя 
1

02 exp( ) 2q qG I V V V
kT kT


 

     
            (14) 

соотносится с выходной проводимостью с учетом 

зеркальной частоты как G/Gвых = 2. Составляющая 

потерь преобразования, зависящих от Rj, задается как 
1

0 OC OC
1

2 1 cos( )
z

kT qL V U z t
q kT






           

 ,  (15) 

из чего следует вклад в потери преобразования на 

нелинейном сопротивлении ДБШ бесконечного чис-

ла гармоник гетеродина. Если ограничить сумму 

ряда Фурье по гармоникам z = n (от первой до рабо-

чей гармоники), то вклад в потери преобразования 

смесителя (10) первой гармоники гетеродина (боль-

шей по мощности и задающей рабочие параметры 

нелинейного элемента) и последующих до рабочей 

n-гармоники весьма существен, так как большая 

часть мощности сигнала гетеродина распределена 

между 1-й и n-й гармоникой гетеродина. Из чего 

можно сделать вывод, что даже при допущении ко-

роткозамкнутости побочных цепей гармоник гетеро-

дина (кроме первой и n-й) с ростом номера n-й рабо-

чей гармоники возрастают и потери преобразования 

гармонического смесителя. 
Устройство и принцип действия 
Принципиальная схема реализованного гармо-

нического смесителя указана на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. Принципиальная схема смесителя 

 
Гармонический смеситель 3-мм диапазона име-

ет волноводный радиосигнальный вход и общий 

коаксиальный вывод, на который подается сигнал 

гетеродина и снимается выходной сигнал ПЧ. На 

рис. 3 приведена конструкция волноводно-микро-
полосковой части 3-мм гармонического смесителя. 

Входной радиосигнал, распространяясь по волново-

ду (сечение волновода 2,4×1,2 мм), попадает на 

микрополосково-волноводный переход (МВП), на 

котором смонтирована антипараллельная пара ДБШ 

таким образом, чтобы располагаться в пучности 

(максимуме) электромагнитного поля волны типа 

H10 (TE10). 
 

 
Рис. 3. Конструкция волноводно-микрополосковой части 

гармонического смесителя 3-мм диапазона 
 
Максимум электромагнитного поля определяет-

ся расстоянием от нелинейного элемента (антипа-

раллельной пары ДБШ) до «закоротки» волноводной 

линии и топологией микрополосково-волноводного 

перехода. МВП осуществляет преобразование рас-

пространяющейся по микрополосковой линии элек-

тромагнитной волны n-й гармоники опорного сигна-

ла гетеродина (ОС) из квази-ТЕМ-типа в H10 тип 

волноводной линии. МВП также преобразует вход-

ной радиосигнал из волноводной линии в микропо-

лосковую. Микрополосково-волноводный возбуди-

тель представляет собой полиимидную подложку 

толщиной 75 мкм с двухсторонней металлизацией 

толщиной 4 мкм. Сигнал гетеродина заданной мощ-

ности (12…18 дБм), попадая на каждый ДБШ анти-

параллельной пары, смещает его рабочую точку в 

рабочую зону [4]. На нелинейном элементе происхо-

дит сложение (вычитание) n-й гармоники гетероди-

на с входным радиосигналом, и образуется сигнал 

промежуточной частоты, который следует по мик-

рополосковой линии через полосно-заграждающий 

РЧ-фильтр (выполненный на подложке из поликора 

толщиной 250 мкм) на коаксиальный вывод. 
Нелинейный элемент 
Нелинейный элемент является антипараллель-

ной (встречно-включенной) парой диодов с барье-

ром Шоттки. Антипараллельная пара ДБШ (рис. 4) 



ЭЛЕКТРОНИКА, РАДИОТЕХНИКА И СВЯЗЬ 

Доклады ТУСУР, 2024, том 27, № 1 

16 
выполнена на эпитаксиальной структуре GaAs, по-

дробно описанной в работе [7]. Подложка была 

стравлена до толщины 45…50 мкм и имеет балоч-

ные выводы для качественного монтажа нелинейно-

го элемента на микрополоcковую подложку.  
В ходе эксперимента исследовалось влияние 

таких параметров конструкции нелинейного элемен-

та, как расстояние между мостиковыми анодными 

выводами (Sbr), длина мостикового анодного вывода 

(lbr) и диаметр барьерного контакта Шоттки (dw) на 

потери преобразования гармоникового смесителя и 

неравномерность характеристики в рабочем диапа-

зоне частот. 
 

    
Рис. 4. Внешний вид антипараллельной пары ДБШ 
 
Разработка гармонического смесителя  
При проведении математического моделирова-

ния гармонического смесителя использовались сле-
дующие упрощающие расчет допущения.  

Во-первых, на нелинейном элементе присут-
ствуют сигналы только гармонической формы.  

Во-вторых, величина мощности входного  
РЧ-сигнала принималась существенно меньшей 
мощности сигнала гетеродина ОС (PРЧ = –20 дБм, 
РОС = 12…18 дБм) и достаточно превышающей ниж-
нюю границу динамического диапазона по мощно-
сти РЧ (–130 дБм). То есть нелинейные характери-
стики (Rj, Cj) будут определяться только величиной 
мощности (РОС) и частотой гетеродина ОС (fОС).  

В-третьих, в выражении для комбинационных 

частот nfОС ± mfРЧ (n = 0, ±2, ±4, ±6, …, m = 0, ±1, 

±2…) коэффициент n принимается равным номеру 

гармоники гетеродина, на которой работает смеси-

тель (в данном случае n = 10), значения n, не равные 

номеру рабочей гармоники, не рассматриваются, так 

как в реальности уровень комбинационных состав-

ляющих fПЧ (при n≠10, m = 1) значительно ослабляет-

ся ФНЧ внешнего диплексера (более 50 дБ). Возмож-

ные комбинационные частоты hfПЧ, полученные в 

результате сложения высших типов гармоник РЧ и 

ОС hnfОС ± hmfРЧ (h = 2, 3, 4, …, n = 10, m = 1), не рас-

сматриваются в связи с низким уровнем мощности 

получившейся ПЧ (PhПЧ ˂˂ PhПЧ). Считается, что 

нелинейный элемент короткозамкнут на всех гармо-

никах гетеродина, кроме рабочей.  
В-четвертых, для нелинейных параметров Rj, Cj 

не учитывается влияние переходных процессов кон-
такта металл–полупроводник, так как предельная 
рабочая частота ДБШ fT значительно выше РЧ и ле-
жит в пределах десятков терагерц [8]. Дифференци-
альная емкость Cj принимается равной постоянной 
величине. 

Электромагнитный расчет гармонического сме-

сителя осуществлялся в инженерной программе CST 

Studio Suite [9]. Моделирование состояло из линей-

ного электромагнитного расчета РЧ-заграждающего 

фильтра и микрополоско-волноводного перехода 

МВП с размещенной на нем антипараллельной па-

рой ДБШ. Согласование антипараллельной пары 

ДБШ с волноводной и микрополосковой линиями 

передачи проводилось в диапазоне РЧ (75…110 ГГц). 

В качестве нелинейного элемента применялась пол-

норазмерная модель кристалла GaAs с балочными 

выводами, в которой каждый переход металл–

полупроводник заменен эквивалентной схемой ДБШ 

с параметрами в рабочем режиме (рис. 5). 
 

 
Рис. 5. Эквивалентная модель нелинейного элемента 

 

Эквивалентная модель антипараллельной пары 

ДБШ содержит следующие явно выраженные пара-

метры (доступные для предварительного исследова-

ния и оценки их значений): нелинейные сопротив-

ление (Rj) и емкость (Cj) барьерного контакта Шотт-

ки; поверхностное (последовательное) сопротивле-

ние объема арсенид-галлиевого полупроводника 

(2Rs). И косвенно отображенные (в распределенной 

объемной модели антипараллельной пары ДБШ) 

линейные параметры мостикового анодного вывода: 

сопротивление (Rbr), емкость (Cbr), индуктивность 

(Lbr) мостикового анодного вывода; емкость объема 

полупроводника (Cs/2). Распределенные параметры 

2Rs и Cs/2, отвечающие за последовательное сопро-

тивление и емкость объема GaAs-полупроводника, 

на которой расположен каждый ДБШ из антипарал-

лельной пары, в сумме дают Rs и Cs всего кристалла 

арсенида галлия. Параметры мостикового анодного 

вывода Rbr, Cbr, Lbr, Cs/2 получены в результате пол-

ного электромагнитного анализа, так как оценить их 

величины путем непосредственных измерений не 

представляется возможным.  
Зависимость нелинейного сопротивления барь-

ерного контакта Шоттки от мощности гетеродина 

Rj(POC) на частоте fOC = 10 ГГц, падающей на ДБШ, 

полученная с помощью зондовой станции Terra-200 

COAX [10] и ВАЦ [11], приведена на рис. 6. 
В рабочем режиме гетеродина (РОС = 12…18 дБм, 

fOC = 7,51 … 11,2 ГГц) Rj в среднем составляло  
220 Ом. В связи со сложностью измерений Cj на ча-

стотах гетеродина, была рассмотрена низкочастот-

ная зависимость (рис. 7) нелинейной емкости от 
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напряжения смещения Cj(Uсм) на измерителе RLC-
характеристик [12]. 

 

 
Рис. 6. Зависимость Rj (POC) барьерного контакта ДБШ  

 

 
Рис. 7. Зависимость нелинейной емкости Сj барьерного 

контакта ДБШ от напряжения смещения 
 
На основании того, что Cj меняется в незначи-

тельных пределах при изменении напряжения сме-

щения Uсм, делается допущение, что зависимость 

Cj(РОС) будет иметь схожий характер и в эквива-

лентной модели значение нелинейной емкости при-

нимается постоянным (равным значению при нуле-

вом смещении), Cj = 45 фФ. Измеренное на измери-

теле RLC-характеристик значение Rs составляет  
12 Ом. Описанные выше измерения эквивалентных 

параметров проводились для одиночного ДБШ с 

балочными выводами с диаметром барьерного кон-

такта Шоттки dw = 2,6 мкм и длиной мостикового 

анодного вывода lbr = 50 мкм. 
Результаты линейного электромагнитного рас-

чета и полосно-заграждающего РЧ-фильтра и МВП 

с эквивалентной моделью нелинейного элемента в 

рабочем режиме приведены на рис. 8. 
Как видно из результатов моделирования,  

РЧ-заграждающий фильтр обеспечивает развязку 

выхода ПЧ от радиосигнала не менее 25 дБ в рабо-

чей полосе РЧ (75…110 ГГц). Возвратные потери по 

волноводному РЧ входу не более –6 дБ. 

 
Рис. 8. S-параметры РЧ-фильтра и МВП 

 
 

Далее в программе ADS [13] на основании по-

лученных ранее S-параметров РЧ-фильтра и МВП с 

антипараллельной парой ДБШ осуществлялся нели-

нейный анализ смесителя методом гармонического 

баланса. ДБШ в антипараллельной паре были заме-

нены нелинейной моделью идеального диода с па-

раметрами Rj, Cj, Rs, описанными выше. На рис. 9 

приведены результаты моделирования потерь пре-

образования гармонического смесителя на 10-й гар-

монике гетеродина и экспериментальные значения 

для антипараллельной пары ДБШ со следующими 

параметрами: dw = 2,6 мкм, Sbr = 50 мкм, lbr = 50 мкм. 
 
 

 
Рис. 9. Сравнение потерь преобразования гармонического 

смесителя, полученных экспериментально и нелинейной 

симуляцией 
 

 
Экспериментальные потери преобразования со-

ставляют 25,8±3 дБ, полученные в ходе нелинейного 

анализа – 25,7±1 дБ. Проявляется некая количе-

ственная корреляция результатов. В связи с тем, что 

при моделировании использовалась достаточно 

упрощенная модель нелинейного элемента, расчет-

ная зависимость коэффициента преобразования от 

частоты РЧ-сигнала имеет более равномерный ха-

рактер относительно экспериментальных значений. 
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Методика измерений 
Исследование гармонического смесителя про-

водилось на векторном анализаторе цепей производ-

ства Keysight модель PNA-X N5244B [11] и расши-

рителя частот Keysight N5293AX03 900Hz–110GHz 

[14] по схеме, приведенной на рис. 10. ВАЦ исполь-

зуется в режиме измерений смесителя («mixer»), что 

позволяет снять зависимость коэффициента преоб-

разования от частоты РЧ-сигнала (потери преобра-

зования) во всем диапазоне РЧ. Калибровка по мощ-

ности входного радиосигнала РЧ и выходного  
ПЧ-сигнала осуществлялась векторным анализато-

ром цепей с помощью внешнего измерителя мощно-

сти N1913A EPM Series Power Meter [15] при ис-

пользовании волноводного датчика мощности W8486A 

Power Sensor и коаксиального датчика мощности 

W8488A Power Sensor соответственно. 
 

 
Рис. 10. Схема измерения частотной зависимости потерь 

преобразования на ВАЦ 
 
Для разделения опорного сигнала гетеродина 

(ОС) и выходного сигнала промежуточной частоты 

(ПЧ) применялся внешний диплексер, который под-

соединялся к коаксиальному выводу гармоникового 

смесителя. Внешний диплексер имеет следующие 

характеристики (таблица): 
 

Характеристики диплексера 

Порт Параметр Частотный  
диапазон, ГГц 

Значение, 

дБ 

ОС 
Прямые потери 6–12 ˂ –1,5 

Возвратные потери  6–12 ˂ –20 
Прямые потери 0–2 ˂ –50 

ПЧ 
Прямые потери 0–2 ˂ –1,5 

Возвратные потери 0–2 ˂ –20 
Вносимые потери 6–12 ˂ –50 

Общий Возвратные потери 0–2 ˂ –20 
6–12 ˂ –20 

ОС/ПЧ Развязка 6–12 ˂ –50 
0–2 ˂ –60 

 
Данный диплексер позволяет применять смеси-

тель на 8, 10, 12-й гармониках гетеродина. В прово-

димых исследованиях использовалась 10-я гармоника 

гетеродина диапазоне частот 7,51…11,2 ГГц (fОС ˃ fРЧ). 

Применение диплексера обеспечивает развязку 

между сигналами ПЧ и ОС не менее 50 дБ. Сигнал 

гетеродина поступал с ВАЦ на гетеродинный вход 

диплексера через усилитель мощности, обеспечива-

ющий коэффициент усиления по мощности в 30 дБ, 

максимальную выходную мощность 27 дБм в диапа-

зоне частот 0,001…23 ГГц. Сигнал РЧ подавался на 

волноводный вход смесителя с ВАЦ через расшири-

тель частот в диапазоне 75…110 ГГц. С вывода ПЧ 

диплексера снимался выходной ПЧ-сигнал смесите-

ля и подавался на ВАЦ.  
Экспериментальные результаты 
Сначала была рассмотрена частотная зависи-

мость потерь преобразования гармонического сме-

сителя (10-я гармоника) при постоянной частоте 

сигнала гетеродина (fOC = 10,21 ГГц) в диапазоне 

частот ПЧ, определяющихся внешним диплексером 

(0,01…2 ГГц), при следующих параметрах нелиней-

ного элемента: Sbr = 50, lbr =50 мкм и dw = 2,2 мкм 

(рис. 11). 
 

 
Рис. 11. Частотная зависимость потерь преобразования в 

полосе ПЧ при постоянной частоте ОС (10,21 ГГц) 
 
При мощности гетеродина 15 дБм величина по-

терь преобразования составляет 25,9±0,8 дБ. Нерав-

номерность величины потерь преобразования сме-

сителя с внешним диплексером при различных 

уровнях мощности гетеродина в диапазоне ПЧ 

0,01…2 ГГц не превышает ±1дБ. Дальнейшие ис-

следования проводились при фиксированной частоте 

ПЧ fПЧ = 100 МГц. 
На рис. 12 приведены экспериментальные ре-

зультаты исследования зависимости потерь преобра-

зования гармонического смесителя 3-мм диапазона 

от расстояния (Sb) между мостиковыми анодными 

выводами антипараллельных ДБШ. Длина мостико-

вых анодных выводов была одинакова и составляла 

lbr = 50 мкм. Измерение характеристик гармониково-

го смесителя проводилось на 10-й гармонике сигна-

ла гетеродина, мощность (PОС) которого составляла  
17 дБм. Мощность входного радиосигнала (PРЧ) со-

ставляла минус 20 дБм (10 мкВт). Была выбрана 

промежуточная частота (fПЧ) 100 МГц. 
Как видно из результатов (рис. 12), наименьшие 

потери преобразования наблюдаются при расстоя-

нии между мостиковыми анодными выводами (Sb), 

равном 50 и 90 мкм, и лежат в пределах 22…28 дБ.  
При дальнейшем уменьшении Sbr происходит 

увеличение потерь преобразования. При минималь-

ном расстоянии Sbr наблюдаются наибольшие потери 

преобразования 30…36 дБ. Увеличение потерь пре-
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образования гармоникового смесителя при мини-

мальном Sbr может объясняться двумя причинами.  
 

 
Рис. 12. Сравнение потерь преобразования   

гармоникового смесителя при разных значениях Sbr 
 

Во-первых, довольно близким расположением 

ДБШ относительно друг друга (негативный эффект 

при взаимном расположении одного ДБШ в ближней 

зоне излучения второго ДБШ [16, 17] и наоборот). 

Расстояние r между ДБШ в нелинейном элементе 

определяется соотношением (16). 
2 2

br brr S l  .                             (16) 
Во-вторых, малым расстоянием между мости-

ковыми анодными выводами (14 мкм между цен-

трами выводов). При таком близком расположении 

мостиковых анодных выводов, которые можно пред-

ставить в виде двух параллельных проводников с 

разнонаправленными токами, возрастает величина 

их магнитного взаимодействия [18]. Взаимодействие 

магнитных полей двух балочных мостиков проявля-

ется во взаимном индуцировании токов индукции 

при прохождении электромагнитной волны сигнала 

гетеродина (первой и четных гармоник) через анти-

параллельную пару ДБШ. Индуцированный сосед-

ним проводником ток вместе с током самоиндукции 

взаимодействуют с протекающим через данный про-

водник током (ток проводимости, поверхностный 

ток), приводя к изменению (снижению) его интен-

сивности и, следовательно, к увеличению потерь 

преобразования гармоникового смесителя. Нерав-

номерность потерь преобразования гармоникового 

смесителя составляет ± 4 дБ.  
На рис. 13 приведены экспериментальные ре-

зультаты исследования зависимости потерь преобра-

зования гармонического смесителя от длины мости-

ковых анодных выводов (lbr) при одинаковом рассто-

янии между мостиковыми анодными выводами  
(Sbr = 40 мкм) и одинаковом диаметре барьерного 

контакта Шоттки (dw = 2,2 мкм). Измерение характе-

ристик гармоникового смесителя проводилось на  
10-й гармонике сигнала гетеродина при следующих 

параметрах сигналов: PОС = 17 дБм, PРЧ = –20 дБм, 

fПЧ = 100 МГц.  

Как видно из результатов увеличение длины 

мостиковых анодных выводов (lbr) ведет к увеличе-

нию потерь преобразования гармонического смеси-

теля, особенно в верхней части рабочего диапазона. 

Увеличение длины lbr, приводит к изменению 

свойств нелинейного элемента. Данное изменение 

можно отобразить увеличением таких параметров 

эквивалентной модели ДБШ, как последовательное 

сопротивление мостикового анодного вывода Rbr и 

емкости Cbr между мостиковым анодным выводом и 

гетероэпитаксиальными слоями мезаструктуры, что 

ведет к росту потерь преобразования. 
 

 
Рис. 13. Сравнение потерь преобразования  

гармоникового смесителя при разных значениях lbr 
 
Также при росте lbr увеличиваются и размеры 

арсенид-галлиевой подложки, на которой выращены 

ДБШ, что приводит к увеличению сопротивления 

объема полупроводника Rs. Увеличение размеров 

кристалла GaAs с антипараллельной парой ДБШ, 

расположенного в пучнсти электромагнитной волны 

H10 волноводной линии, приводит к рассогласова-

нию и росту потерь входного радиосигнала. В верх-

ней части рабочего диапазона частот (начиная со  
100 ГГц) наблюдается явления, связанные с объем-

ным резонансом [19] в кристалле полупроводника 

(длина кристалла становится сопоставимой с чет-

вертью длины электромагнитной волны входного 

радиосигнала), что также приводит к увеличению 

потерь преобразования. 
На рис. 14 приведены экспериментальные ре-

зультаты исследования величины потерь преобразо-

вания гармоникового смесителя в зависимости от 

диаметра барьерного контакта Шоттки (dw) при оди-

наковом расстоянии между мостиковыми анодными 

выводами (Sbr = 50 мкн) и их одинаковой длине  
(lbr = 50 мкм). Измерение характеристик гармонико-

вого смесителя проводилось на 10-й гармонике сиг-

нала гетеродина (PОС = 17 дБм, PРЧ = –20 дБм, fРЧ =  
= 100 МГц). 

Из экспериментальных результатов видно, что 

рост диаметра барьерного контакта Шоттки приво-

дит к увеличению потерь преобразования смесителя. 

При изменении dw происходит изменение парамет-
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ров ДБШ, в их числе сопротивление Rj и емкость Cj, 

которые непосредственно влияют на высокочастот-

ные свойства ДБШ. Также изменяется положение 

рабочей точки ВАХ диодов при ее смещении сигна-

лом гетеродина. Следовательно, изменяются значе-

ния дифференциальных сопротивления и емкости 

ДБШ, в результате чего происходит рассогласование 

нелинейного элемента с падающим радиосигналом.  
 

 
Рис. 14. Сравнение потерь преобразования    

 гармоникового смесителя при разных значениях dw 
 
Проводились исследования потерь преобразо-

вания гармоникового смесителя для двух типов  
нелинейного элемента, (Sbr = 50, lbr =50 мкм и  
dw = 2,2 мкм) при разных уровнях мощности сигнала 

гетеродина. Преобразование осуществлялось на 10-й 

гармонике сигнала гетеродина. На рис. 15 приведе-

ны экспериментальные результаты при трех уровнях 

мощности сигнала гетеродина: PОС = 13, 15, 17 дБм.  
 

 
Рис. 15. Сравнение потерь преобразования 

 гармоникового смесителя (Sbr = 50 мкм)  
при разных уровнях мощности гетеродина 

 

Неравномерность выходной характеристики 

(потерь преобразования, мощности ПЧ) составляет 

±4 дБм при разных величинах мощности гетероди-

на. Гармонический смеситель 3-мм диапазона на  
10-й гармонике гетеродина при использовании не-

линейного элемента с Sbr = 50 мкм имеет минималь-

ные потери преобразования в диапазоне 75…90 ГГц  
(≤ 26 дБ).  

Также была исследована зависимость уровня 

выходной мощности ПЧ смесителя от входной мощ-

ности сигнала РЧ (рис. 16) по схеме, приведенной на 

рис. 10. При малых мощностях РЧ-сигнала выход-

ной ПЧ-сигнал измерялся анализатором спектра 

N9030A PXA [20], так как уровень собственных шу-

мов анализатора существенно ниже, чем у ВАЦ. За-

висимость уровня величины выходного ПЧ-сигнала 

от уровня входного РЧ-сигнала имеет линейный вид 

при мощностях РЧ менее 0 дБм. Динамический диа-

пазон гармонического смесителя лежит в пределах  
–130…0 дБм по мощности входного РЧ-сигнала. 

 

 
Рис. 16. Зависимость величины мощности ПЧ  

от значения мощности РЧ, PПЧ (РРЧ)  
 

В завершение следует упомянуть о величинах 

развязок между сигналами ПЧ–ОС, РЧ–ОС и ПЧ–

РЧ. Применение внешнего диплексера обеспечивает 

развязку между сигналами промежуточной частоты 

и гетеродина не менее 50 дБ в полосах ПЧ и ОС. 

Развязка между входным радиосигналом 3-мм диа-

пазона и сигналами гетеродина и ПЧ обеспечивается 

РЧ-фильтром (не менее 25 дБ) и типом линии пере-

дачи по которой распространяется РЧ-сигнал.  
РЧ-вход гармонического смесителя образован пря-

моугольным волноводом сечением 2,4×1,2 мм. Кри-

тическая длина электромагнитной волны (кр), спо-

собной распространяться в данном волноводе, рав-

няется удвоенной величине широкой стенки волно-

вода [21] и соответствует критической частоте (fкр), 

равной 62,5 ГГц. Значения частот ПЧ и гетеродина 

существенно ниже величины fкр, и распространение 

ПЧ- и ОС-сигналов по данному прямоугольному 

волноводу не представляется возможным. 
Заключение 
Рассмотрена частотная зависимость потерь 

преобразования гармонического смесителя с внеш-
ним диплексером при постоянной частоте гетероди-
на. Откуда следует, что с данным диплексером гар-
монический смеситель может работать в полосе ча-
стот ПЧ 0,01…2 ГГц с неравномерностью частотной 
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характеристики потерь преобразования не более  
±1 дБ. Динамический диапазон смесителя составля-
ет 130 дБ (–130…0 дБм по мощности сигнала РЧ). 

Проведено исследование зависимости потерь 
преобразования гармоникового смесителя 3-мм диа-
пазона от конструктивных параметров (Sbr, lbr, dw) 
используемого нелинейного элемента – антипарал-
лельной пары ДБШ с целью определения оптималь-
ных значений Sb, lb, dw.  

Исследование показало наличие оптимального 
расстояния между мостиковыми анодными вывода-
ми (Sbr), при котором магнитно-индукционное взаи-
модействие между двумя близко расположенными 
мостиковыми анодными выводами будет менее су-
щественно. Расстояние r между ДБШ в антипарал-
лельной паре должно быть достаточным для разде-
ления ближних зон отдельных ДБШ и снижения 
взаимного негативного влияния. При этом значения 
Sbr, lbr должны быть выбраны таким образом, чтобы 
расстояние r между ДБШ в нелинейном элементе не 

превышало величины /12 электромагнитной волны 
радиосигнала рабочего диапазона. Величины Sbr, lbr 
определяют размеры кристалла арсенида галлия, на 
котором сформирована антипараллельная пара ДБШ.  

Данные размеры должны быть меньше четверти 
длины волны центра рабочего диапазона смесителя, 
для того чтобы избежать дополнительных потерь, 
связанных с явлением объёмного резонанса в среде 
полупроводникового кристалла. Диаметр барьерного 
контакта Шоттки должен обеспечивать оптимальное 
положение рабочей точки на ВАХ диодов и опти-
мальные значения параметров (Rj, Cj, Cbr, Rbr, Rs) при 
подаче на нелинейный элемент сигнала гетеродина. 
При этом диаметр барьерного контакта Шоттки 
должен быть достаточным для протекания перемен-
ных токов сигнала гетеродина с заданной непрерыв-
ной мощностью и реализуем с учетом имеющихся 
технологических возможностей.  

На основании проведенного исследования мож-
но заключить, что для практического применения 
антипараллельной пары ДБШ в качестве нелинейно-
го элемента гармоникового смесителя являются оп-
тимальными: длина мостикового анодного вывода  
lbr = 50 мкм; диаметр барьерного контакта Шоттки 
dw = 2,2 мкм; расстояние между мостиковыми анод-
ными выводами Sbr = 50…90 мкм. При данных зна-
чениях параметров (Sbr, lbr, dw) и мощности сигнала 
гетеродина более 15 дБм потери преобразования 
гармонического смесителя 3-мм диапазона не пре-
вышают 30 дБ.  
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Bilinskiy K.V., Emelyanov E.V., Sbrodov A.V. 
Studing the influence of the design of an antiparallel pair 
of diodes with a Schottky barrier on the conversion loss of 
a 3-mm harmonic mixer 
 
This paper presents the design and principle of operation of a 
passive harmonic mixer in the 3-mm range (75-110 GHz), the 
active element of which is an antiparallel pair of Schottky 
barrier diodes (SBD). A theoretical analysis of the mixer oper-
ation was carried out. A technique for measuring conversion 
losses using a vector network analyzer is presented. The ex-
perimental results of a study of the dependence of the conver-
sion losses of a harmonic mixer on the design of an antiparal-
lel pair of DBSs are presented. The variable parameters of the 
antiparallel pair of diodes were the distance between the anode 
leads, the length of the anode lead and the diameter of the 
Schottky barrier contact. The dynamic range of the mixer is 
investigated. 
Keywords: harmonic mixer, antiparallel DBS pair, conversion 
loss, nonlinear element. 
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УДК 519.64:621.396.67 
 
Д.В. Клюкин, Д.М. Мочалов, С.П. Куксенко 
 
О способах вычисления поверхностных сингулярных интегралов 
при решении антенных задач методом моментов 

 
Выполнено сравнение эффективности способов вычисления сингулярных интегралов при формировании си-

стемы линейных алгебраических уравнений в ходе решения антенных задач методом моментов. На примере 

биконической антенны с использованием стороннего программного обеспечения выполнена оценка точности 

моделирования с использованием различных способов вычисления сингулярных интегралов. С использованием 

опубликованных экспериментальных данных входного импеданса биконической антенны и антенны типа «ба-

бочка» выполнена валидация этих способов. Оценена вычислительная сложность рассмотренных способов. 

Представлены рекомендации по выбору наиболее оптимального способа вычисления сингулярных интегралов 

при решении антенных задач. 
Ключевые слова: антенны, численные методы, метод моментов, поверхностные сингулярные уравнения, квад-

ратурные формулы, преобразование Даффи, аналитические выражения, вычислительная сложность. 
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Значимость компьютерного моделирования при 

разработке новых антенных элементов и систем по-

стоянно возрастает. Его применение при проектиро-

вании антенн позволяет предсказать их характери-

стики и сравнить различные варианты конструктор-

ских решений. В результате этого уменьшается 

необходимость в проведении большого числа физи-

ческих экспериментов, что способствует повыше-

нию качества и ускорению процесса разработки, а 

также снижению его стоимости. Поэтому в настоя-

щее время широко применяются системы автомати-

зированного проектирования (САПР), основанные 

на численных методах электродинамики [1, 2]. При 

этом широко распространено использование метода 

моментов (МоМ) [3, 4]. Его привлекательность обу-

словлена вычислительной простотой: этот метод 

требует дискретизации только поверхности антенны 

в отличие от дискретизации пространства при ис-

пользовании методов конечных разностей во вре-

менной области и конечных элементов. 
Применительно к трехмерным электродинами-

ческим задачам в качестве операторного уравнения 

при использовании МоМ часто используется инте-

гральное уравнение электрического поля [3]. Однако 

наличие функции Грина в этом уравнении приводит 

к необходимости вычисления сингулярных интегра-

лов, когда тестовые и базисные функции имеют «пе-

рекрывающиеся» элементы. Для устранения этих 

особенностей разработаны различные способы, ос-

нованные на численном, аналитическом или чис-

ленно-аналитическом вычислении сингулярных ин-

тегралов [5]. Данные способы различаются как по 

вычислительным затратам, так и по точности моде-

лирования, поэтому целесообразно выполнить их 

сравнение для выявления наиболее оптимального и 

эффективного из них. 
Цель работы – реализовать и сравнить способы 

вычисления поверхностных сингулярных интегра-

лов при формировании системы линейных алгебра-

ических уравнений (СЛАУ) методом моментов на 

примере решения антенных задач.  

Метод моментов 
Метод моментов является универсальным чис-

ленным методом сведения дифференциальных и 

интегральных (интегродифференциальных) уравне-

ний к СЛАУ [2]. Так, при расчёте неизвестная вели-

чина (плотность тока), зависящая от пространствен-

ных координат, аппроксимируется рядом известных 

базисных функций, умноженных на неизвестные 

коэффициенты. Это приближение подставляется в 

линейное операторное уравнение. Затем левую и 

правую части уравнения умножают на подходящую 

тестовую функцию и интегрируют по области ее 

определения. Тогда линейное операторное уравне-

ние сводится к линейному алгебраическому уравне-

нию. Повторяя эту процедуру для набора независи-

мых тестовых функций, число которых совпадает с 

числом базисных функций, формируется СЛАУ. Ее 

решение дает неизвестные коэффициенты и позво-

ляет найти приближенное решение операторного 

уравнения. Далее из решения СЛАУ вычисляются 

требуемые характеристики анализируемого объекта, 

например диаграмма направленности и входной им-

педанс антенны. 
При анализе антенн использование МоМ преду-

сматривает следующие этапы решения. Сначала ме-

таллические части заданной структуры заменяются 

эквивалентными поверхностными электрическими 

токами, после чего решается задача возбуждения 

электромагнитного поля этими токами. На получен-

ное решение для проводящих элементов наклады-

ваются соответствующие граничные условия, кото-

рые в дальнейшем используются для вычисления 

эквивалентных токов.  
Для аппроксимации криволинейных границ по-

верхностей произвольной формы принято использо-

вать разбиение на треугольники, а для представле-

ния плотности тока в них – векторные базисные 

функции RWG. Каждая базисная функция RWG ас-

социируется с общим внутренним ребром длиной l 

двух треугольников T+ и T− и равна нулю за их пре-

делами (рис. 1) [6]. Положение точки на поверхно-
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сти треугольника определяется через радиус-вектор 

r относительно начала координат (точка О) или ра-

диус-вектор ρ относительно вершины, противоле-

жащей общему ребру. При этом принято, что вектор 

ρ+ направлен от свободной вершины треугольника 

T+, а ρ– – к свободной вершине T−. Это же относится 

к радиус-векторам rc± и ρc±, определяющим положе-

ние центров треугольников относительно начала 

координат и свободных вершин треугольников соот-

ветственно.  
 

 

 

r 

T  

cρ  

cr  cr

ρ

l

ρ
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Рис. 1. Определение функции RWG 

 на двух треугольниках с общим ребром l [6] 
 

Плотность тока на всей поверхности исследуе-

мой структуры, состоящей из N внутренних ребер 

поверхностной сетки, может быть представлена в 

виде суперпозиции базисных функций [6]: 

 
1

( ),
N

n n
n

I


J f r  (1) 

где fn – базисная функция RWG, связанная с общим 

ребром n двух смежных треугольников Tn
+ и Tn

–, 

определяемая как [6] 
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где An
+ и An

– – площади треугольников Tn
+ и Tn

– со-

ответственно. При этом 

 ( ) , ,n n nT    ρ r r r r  (3) 

 ( ) , .n n nT    ρ r r r r  (4) 
Плотность заряда постоянна в каждом тре-

угольнике, а полный заряд, связанный с парой тре-

угольников Tn
+ и Tn

–, равен нулю. При этом пара 

смежных треугольников соответствует малому элек-

трическому диполю длиной | |c c
n n nd   r r , в кото-

ром протекает ток In. 
Для антенной задачи в качестве операторного 

уравнения выступает интегральное уравнение элек-

трического поля, определяемое как  

 inc( ) ( ) Ф( ),j  E r A r r  (5) 

где Einc – воздействующее поле, r – точка наблюде-

ния, а А и Ф – скалярный и векторный потенциалы 

соответственно, вычисляемые с помощью функции 

Грина, которая содержит информацию о среде, в 

которой определены потенциалы как [7] 

 ( ) ( , ) ( ) ,
S'

G ' ' dS'A r r r J r  (6) 

 1
Φ( ) ( , ) ( ) ,

S'
G ' ' ' dS'

j
   

 
r r r J r  (7) 

где G(r, r') – функция Грина свободного простран-

ства (однородная изотропная среда), выражаемая как 

 
exp( )

( , ) .
4π

jk
G

 
 



r r
r r

r r
 (8) 

Тестирование операторного уравнения выпол-

няется также с использованием RWG-функций как 

 inc( , ) ( , ) ( Ф, ), 1, 2, ..., .m m mj m N    E f A f f  (9) 

Второе слагаемое из (6), используя свойства 

функции RWG на ребрах поверхности S (не имеет 

компоненты, нормальной к границе этой поверхно-

сти), представляется как [6] 
 ( Ф, ) Ф Ф .m m m

S S
dS dS       f f f  (10) 

Аппроксимируя токи и потенциалы в треуголь-

никах их средними значениями в центрах треуголь-

ников (одноточечное интегрирование), выражение 

(7), используя определение дивергенции функций 

RWG, упрощается как [6] 

 Ф Ф Ф

m mT T

m m
m

m mS

l ldS dS dS
A A 
 

 
      
 
 

  f   

  Ф( ) Ф( ) .c c
m m ml   r r  (11) 

Для аппроксимации воздействующего поля Einc 

и векторного потенциала A из (5), используя (2), 

выражение (6) преобразуется к виду 

  inc inc( ) / 2 ( ) / 2c c c c
m m m m ml       E r ρ E r ρ   

  ( ) / 2 ( ) / 2c c c c
m m m m ml        A r ρ A r ρ   

  Ф( ) Ф( ) .c c
m m ml   r r  (12) 

Тогда, подставив (5), (6) и (2) в (12), формируется 

СЛАУ вида 
 Zi = v, (13) 
где элементы матрицы Z и правой части вычисляют-

ся как [3] 
 ,

m n m n m n m nmn T T T T T T T Tz z z z z            (14) 

 inc inc( ) / 2 ( ) ,c c c c
m m m m m mv l        

 
E r ρ E r ρ  (15) 

где 
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Путем решения результирующей СЛАУ (13) 

определяются искомые коэффициенты разложения 

плотности поверхностного тока по базисным функ-

циям. Найденные коэффициенты используются для 

расчета параметров и характеристик антенны, таких 

как входной импеданс, излучаемая мощность, диа-

грамма направленности, коэффициент усиления и 

др. [2, 8, 9]. 
Способы вычисления сингулярных 

 интегралов 
Формирование матрицы Z представляет собой 

сложную задачу из-за необходимости вычисления 

восьми сингулярных интегралов (16)–(19). Так, если 

интегралы по треугольникам функций RWG m и n 

аппроксимируются только с помощью центров этих 

треугольников, возникает сингулярность в случаях, 

когда m = n («перекрывающиеся» функции, рис. 2, а) 

или когда функции RWG имеют общий треугольник 

(частично «перекрывающиеся» функции, рис. 2, б), 

так как расстояние |r – r'| между ними становится 

равным нулю. Для «перекрывающихся» функций 

два слагаемых выражения (14) содержат сингуляр-

ность (
m nT TZ    и 

m nT TZ    для случая из рис. 2, а), а для 

частично «перекрывающихся» – одно (
m nT TZ    для 

случая из рис. 2, б). 

 
а  б 

Рис. 2. «Перекрывающиеся» (а)  
и частично «перекрывающиеся» (б) функции RWG m и n 

 

В общем виде сингулярные интегралы из (16) – 

(19) представляются как (верхние индексы у векто-

ров m, n  и треугольников Tm, Tn опущены) 
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Существуют различные способы вычисления 

таких сингулярных интегралов. Одним из них явля-

ется использование выражений в замкнутой форме 

(аналитические выражения) [2, 10–12]. Если тре-

угольники функций RWG m и n частично или пол-

ностью «перекрываются», а размеры треугольников, 

на которых они определены, малы по сравнению с 

длиной волны, можно использовать разложение чис-

лителей из (20) и (21) в ряд Тейлора [13–15] как 

 1 .jke jk    
r r r r  (22) 

Так, пусть Tm  T и Tn  T  и Tm = Tn (Am = An = A), 

тогда (21) преобразуются к виду 
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где I1 определяется как 
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Для расчета такого сингулярного интеграла 

применимо аналитическое выражение [16] 
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 (25) 

где a = (r1 – r3)(r1 – r3), b = (r1 – r3)(r1 – r2) и c =  
= (r1 – r2)(r1 – r2), d = (a – 2b + c), r1, r2 и r3 – радиус-
векторы вершин треугольников T = T. Поскольку 

данное выражение является константой внутри тре-

угольников T = T и не зависит от выбора базисных 

функций, выражение (20) можно представить как 
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В результате, подставив (23) и (26), например, в 

(16), получим 
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Преобразование (17)–(19) для 

m nT TZ   , 
m nT TZ    и 

m nT TZ    выполняется аналогично.  

Другой способ устранения сингулярности осно-

вывается на использовании симметричных квадра-

тур Гаусса [17–19]. Здесь применяется локальная 

система координат в пределах треугольника. Для 

этого треугольник, например, Tn с площадью An раз-

бивают на три субтреугольника с площадями A1, A2 и 

A3 соответственно (рис. 3). При этом нормированные 

локальные координаты определяются как 

 31 2
1 2 3λ , λ , λ

n n n

AA A
A A A

    (28) 

и 
 λ1 + λ2 + λ3 = 1 (29) 
или 
 A1 + A2 + A3 = An. (30) 

При таком представлении треугольника произ-

вольная точка r в глобальных координатах может 

быть выражена в локальных координатах как 
 1 1 2 2 3 3λ λ λ    r r r r   

 1 1 2 2 1 2 3λ λ (1 λ λ ) .    r r r  (31) 
В треугольнике Tn все три координаты изменя-

ются от нуля до единицы. В частности, в вершинах 

первичного треугольника r1 – r3 локальные коорди-

наты λ1 – λ3 принимают значения (1, 0, 0), (0, 1, 0) и 

(0, 0, 1) соответственно. В результате поверхност-

ный интеграл функции G(r, r) по треугольнику Tn 

может быть преобразован к виду 

 ( )
nT
G '  r r   

 
1

1 2

11

1 1 2 2 1 2 3 2 1
λ 0λ 0

2 (λ λ (1 λ λ ) ) λ λnA G d d


 

       r r r   

 
1

1 2

11

1 2 2 1
λ 0λ 0

2 (λ , λ ) λ λ .nA G d d


 

    (32) 

 
Рис. 3. Деление треугольника Tn на три субтреугольника 

 
Использование квадратур Гаусса в численном 

интегрировании предполагает замену интеграла 

суммой выборок подынтегрального выражения. С 

каждой точкой выборки связан весовой коэффици-

ент w [17] 

 
1

1 2

11

1 2 2 1
λ 0λ 0

(λ , λ ) λ λnA G d d


 

    

 1 2
1

(λ , λ ),
GN

n k k k
k

A w f


   (33) 

где NG – число точек выборки области интегрирова-

ния, а wk – весовой коэффициент, связанный с вы-

боркой k (для наглядности точки интегрирования 

при NG = 3, 6 и 12 показаны на рис. 4). Тогда, под-

ставив (33), например, в (16), получают 

 
4m n
m n

T T
l lz    


  

   
1 1

,
4

p qp q jkN N

p q p q
p q p q

j j ew w
 

 

 

 
     


r r

ρ r ρ r
r r

 (34) 

где Np – число точек выборки для вычисления внеш-

него, а Nq – внутреннего интегралов. Преобразова-

ние (17)–(19) для 
m nT TZ   , 

m nT TZ    и 
m nT TZ    выполня-

ется аналогично.  

  
а 

  
б 

  
в 

Рис. 4. К иллюстрации локальных координат 
на треугольнике при NG = 3 (а), 6 (б) и 12 (в) 

(черный круг – центр треугольника) 
 

Также известен частный случай использования 

квадратур Гаусса – барицентрическое деление [3]. 

Суть этого способа заключается в разделении тре-

угольного элемента сетки, по которому осуществля-

ется интегрирование, на 9 субтреугольников [20, 21]. 

Полагая, что подынтегральное выражение является 

неизменным, в каждом из субтреугольников исход-

ный интеграл (21) может быть записан как 

 
,9

1 ,9

c c c
m m n i

n

jk jk
n

c c cim m n iT

Se edS
   



 
 



r r r r

r r r r
, (35) 

где rc
n,i – радиус-вектор центра субтреугольника i 

первичного треугольника n с площадью Sn. 
Еще один способ устранения сингулярности 

для «перекрывающихся» функций – преобразование 

Даффи [22–25]. Подход также использует представ-

ление треугольника через локальные координаты. 

При этом требуется, чтобы сингулярность находи-

лась в вершине треугольника. Если точка наблюде-

ния расположена внутри треугольника, то он может 

быть разбит на три субтреугольника с новой верши-

ной, расположенной в точке сингулярности [26]. Для 
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наглядности продемонстрируем особенности этого 

преобразования на следующем интеграле: 

 
1 1

0 0

( , )1 ,
| | ( , )T

J u
d dud

' u



  

   r
r r r

 (36) 

где треугольник T имеет вершины r1 = (x1, y1),  
r2 = (x2, y2) и r3 = (x3, y3), вектор r на его поверхно-

сти определяется как 
 r = (1 – u)(1 –)r1 + ur2 + (1 – u)r3,  (37) 
а Якобиан – 

      2 1 1 3 3 1,     1               )      (J u g u x x g x x y y
         

    2 1 1 3 3 1                  .y y g y y x x      (38) 

В (37) член (1 – u) в числителе позволяет избе-

жать сингулярности в знаменателе. Тогда интеграл 

может быть вычислен с использованием квадратур 

Гаусса для четырехугольника [22].  
Еще один способ вычисления сингулярных ин-

тегралов объединяет численный и аналитические 

подходы [26]. Он основан на выделении особенно-

сти функции Грина как 

 
| | | | 1 1 .

| | | | | | | |

jk jke e     
   

        

r r r r

r r r r r r r r
 (39) 

Подставив (39), например, в (16), получают  
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где 
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m n

m n
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4
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 3
1 .

m nT T

jI dS dS
 


     

  r r
 (43) 

Выражение (41) остается конечным при всех 

значениях |r – r|, так как, согласно правилу Лопита-

ля [2], 

  
0

1 .lim
jke jk

 

 

 
   

  

r r

r r r r
 (44) 

В результате (41) вычисляется численно, а (42) 

и (43) – с использованием комбинированного подхо-

да, где внешние интегралы вычисляются численно, а 

внутренние – аналитически [10, 27]. Для внутренних 

интегралов известны аналитические выражения, 

полученные при рассмотрении N-стороннего много-

угольника [10]. Для большей общности предполо-

жим, что точка источника не находится в плоскости 

треугольника Tn
+. Кроме того, обозначим через  

p и p проекции векторов r и r на плоскость S тре-

угольника Tn
+ и введем следующие обозначения 

(рис. 5) [26]:  

  ,    p r n n r  (45) 
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Рис. 5. Геометрические величины 

для ребра треугольника Tn 
 

Используя введенные обозначения, внутренний 

интеграл в (43) вычисляется через сумму по ребрам 

треугольника как 
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 (55) 

Для вычисления внутреннего интеграла в (42) 

необходимо представить вектор n
+ (r) как 

        ,n n n
         ρ r r r r r r r  (56) 

где rn
+

 – радиус вектор свободной вершины тре-

угольника Tn
+. Тогда внутренний интеграл в (42) 

можно записать как 
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Второе слагаемое в (57) вычисляется по (55), а 

первое – как 
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Преобразование (17)–(19) для 
m nT TZ   , 

m nT TZ    и 

m nT TZ    выполняется аналогично.  

Стоит отметить, что если точка наблюдения p 

находится на ребре треугольника, то вклад этого 

ребра в (55) равен нулю. Когда в (52) и (55) r лежит 

на S вдоль ребра (Ri
0 = 0), необходимо сместить точ-

ку наблюдения на небольшое расстояние eps [2], т.е. 
 .eps r r u  (59) 

Данный способ применим и для «неперекрыва-

ющихся» функций, расстояние между центрами тре-

угольников которых меньше чем 0,1…0,2 [2]. 
Точность вычисления 
Для сравнения точности моделирования при 

использовании различных способов вычисления 

сингулярных интегралов использована модель сим-

метричной биконической антенны с параметрами из 

[28]. Моделирование проводилось на частотах  
f = 0,1, 0,5 и 1 ГГц с использованием адаптивного 

уточнения сетки, в которой максимальный шаг со-

ставлял λ/10 на частоте 1 ГГц (рис. 6). Расчетная 

сетка получена с помощью библиотеки GMSH [29]. 
Оценка точности выполнена на примере вычис-

ления входного импеданса антенны, который нахо-

дится напрямую из вектора i, являющегося решени-

ем уравнения (13).  
Рассмотрены следующие способы вычисления 

сингулярных интегралов: 
– численный с использованием квадратур Гаус-

са (способ I); 
– численный с использованием квадратур Гаус-

са для «неперекрывающихся» функций и комбини-

рованный для вычисления «перекрывающихся» с 

взятием внешнего интеграла численно, а  внутренне-

го – аналитически (способ II);  

– численный с использованием барицентриче-

ского деления треугольников на 9 субтреугольников 

(способ III); 
– аналитические выражения для вычисления 

«перекрывающихся» функций и одноточечное инте-

грирование для остальных (способ IV); 
– численный с использованием преобразования 

Даффи с 9 точками интегрирования для одного суб-

треугольника (способ V). 

 
Рис. 6. Расчетная сетка симметричной 

 биконической антенны 
 

Результаты моделирования входного импеданса 

в авторской реализации вычислений в GNU Octave 

сравнивались с аналогичными результатами, полу-

ченными в стороннем программном обеспечении 

(ПО) на основе метода моментов. В табл. 1 и 2 пред-

ставлены результаты вычисления входного импедан-

са с использованием способов I и II при изменении 

чисел точек интегрирования для внешнего и внут-

реннего интегралов соответственно. В табл. 3 пред-

ставлены отклонения модуля и угла фазы входного 

импеданса от полученного в стороннем ПО. Откло-

нения модуля входного импеданса вычислялись по 

формуле относительной погрешности [30]. В табл. 4 

сведены вычисленные значения входного импеданса 

способами III–V. В табл. 5 представлены их откло-

нения от результатов стороннего ПО.  
Исходя из табл. 1 и 2, видно, что использование 

способов I и II дает близкие результаты, хотя и име-

ют некоторые различия в зависимости от комбина-

ции параметров Nq и Np. Способы I и II показали 

близкую точность по сравнению со сторонним ПО, 

однако способ I дает более близкие результаты на 

частоте 0,1 ГГц, а способ II – на частоте 0,5 ГГц. 

Так, средние отклонения при использовании спосо-

бов I и II составили соответственно на частоте  
0,1 ГГц – 1,2 и 2,7 %, на частоте 0,5 ГГц – 1,9 и 

1,0 %, а на 1 ГГц – 1,5 и 1,5 %. Также способы I и II 

обеспечили приемлемое отклонение фазового угла 

со средним отклонением около 1. Однако способ I 
позволил получить меньшее отклонение фазового угла 

на частоте 1 ГГц, а способ II – на частоте 0,1 ГГц. 
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Т а б л и ц а  1  

Входной импеданс (Ом) симметричной биконической антенны, вычисленный с использованием способа I 

f, ГГц Nq = 1, 
Np = 3 

Nq = 1, 
Np = 6 

Nq = 1, 
Np = 12 

Nq = 3, 
Np = 6 

Nq = 3, 
Np = 12 

Nq = 4, 
Np = 6 

Nq = 4, 
Np = 12 

Nq = 6, 
Np = 12 

Стороннее 
ПО 

0,1 20,7+j13,6 20,6+j13,5 20,9+j14,1 20,9+j14,0 20,9+j14,0 20,8+j14,1 20,8+j14,0 20,9+j14,0 21,1+j14,7 
0,5 96,1+j9,6 96,3+j10,0 96,2+j9,9 96,6+j8,6 96,7+j8,7 96,6+j8,5 96,7+j8,9 96,7+j8,6 97,6+j8,1 
1 78,5+j3,8 78,6+j3,8 78,6+j3,7 79,2+j5,0 79,2+j5,0 79,2+j5,0 79,3+j5,0 79,2+j5,0 80,1+j5,5 

 
Т а б л и ц а  2  

Входной импеданс (Ом) симметричной биконической антенны, вычисленный с использованием способа II 

f, ГГц Nq = 1, 
Np = 3 

Nq = 1, 
Np = 6 

Nq = 1, 
Np = 12 

Nq = 3, 
Np = 6 

Nq = 3, 
Np = 12 

Nq = 4, 
Np = 6 

Nq = 4, 
Np = 12 

Nq = 6, 
Np = 12 

Стороннее 
ПО 

0,1 21,5+j15,2 21,1+j14,4 21,0+j14,2 21,4+j15,1 21,2+j14,6 21,5+j15,3 20,8+j15,3 21,2+j14,7 21,1+j14,7 
0,5 94,9+j5,6 95,6+j7,8 95,7+j8,2 95,8+j5,9 96,2+j7,1 95,6+j4,9 96,7+j8,8 96,1+j6,8 97,6+j8,1 
1 78,4+j3,0 78,5+j3,6 78,5+j3,7 79,4+j4,4 79,3+j4,7 79,4+j3,7 79,3+j5,0 79,3+j4,6 80,1+j5,5 

 
Т а б л и ц а  3  

Отклонения модуля, %, и угла фазы,  (в скобках), входного импеданса из табл. 1 и 2 от результатов стороннего ПО 

f, ГГц Способ Nq = 1, 
Np = 3 

Nq = 1, 
Np = 6 

Nq = 1, 
Np = 12 

Nq = 3, 
Np = 6 

Nq = 3, 
Np = 12 

Nq = 4, 
Np = 6 

Nq = 4, Np 
= 12 

Nq = 6, Np 
= 12 Среднее 

0,1 I 2,4 (1,6) 0,7 (1,6) 1,4 (0,8) 1,8 (1,0) 0,1 (1,0) 2,6 (0,7) 0,4 (0,9) 0,3 (1,0) 1,2 (1,1) 
II 3,7 (0,4) 4,2 (0,6) 2,0 (0,8) 2,2 (0,3) 2,2 (0,3) 2,3 (0,6) 2,5 (1,5) 2,2 (0,1) 2,7 (0,6) 

0,5 I 2,9 (0,9) 2,1 (1,2) 1,9 (1,1) 2,0 (0,3) 1,5 (0,4) 2,3 (0,3) 0,9 (0,5) 1,6 (0,3) 1,9 (0,6) 
II 1,4 (1,4) 1,1 (0,1) 1,3 (0,2) 1,0 (1,2) 0,9 (0,5) 1,0 (1,8) 0,8 (0,5) 0,9 (0,7) 1,1 (0,8) 

1 I 2,3 (1,2) 2,1 (1,2) 2,1 (1,2) 1,0 (0,3) 1,1 (0,3) 1,0 (0,3) 1,0 (0,3) 1,1 (0,3) 1,5 (0,6) 
II 2,1 (1,7) 2,0 (1,3) 2,0 (1,2) 1,2 (0,8) 1,2 (0,5) 1,2 (1,3) 1,0 (0,3) 1,2 (0,6) 1,5 (1,0) 

 
Т а б л и ц а  4  

Входной импеданс (Ом) симметричной биконической 

антенны, вычисленный с использованием  
способов III, IV и V 

Способ f, ГГц 
0,1 0,5 1 

III 21,1+j13,3 95,5+j7,9 78,4+j3,5 
IV 21,0+j14,3 95,1+j8,2 78,1+j2,9 
V 20,6+j13,4 96,4+j10,2 78,7+j3,6 

Стороннее ПО 21,1+j14,7 97,6+j8,1 80,1+j5,5 
 

Т а б л и ц а  5  
Отклонения модуля (%) и угла фазы () входного 

 импеданса из табл. 5 от результатов стороннего ПО 

Способ f, ГГц 
0,1 0,5 1 

III 3,0 (2,6) 2,2 (0,02) 2,3 (1,4) 
IV 1,2 (0,6) 2,5 (0,2) 2,7 (1,8) 
V 4,4 (1,8) 1,0 (1,3) 1,9 (1,3) 

 
На частоте 0,1 ГГц оба способа чувствительны 

к выбору параметров Np и Nq. Отклонения способа I 

варьируются от 0,1 до 2,6 %, а способа II – от 2,0 до 

4,2 %. На более высоких частотах влияние этих па-

раметров на отклонения становится менее выражен-

ным, а способ II демонстрирует большую стабиль-

ность результатов. Так, на частоте 0,5 ГГц диапазон 

отклонений способа I составляет от 0,9 до 2,9 %, а 

на частоте 1 ГГц – от 1,0 до 2,3 %. Отклонения спо-

соба II на частоте 0,5 ГГц варьируются от 0,8 до 

1,4 %, а на частоте 1 ГГц – от 1,0 до 2,1 %.  
Несмотря на то, что вариации параметров Nq и 

Np влияют на результаты, наблюдаемые различия 

между разными комбинациями не являются значи-

тельными для большинства частот. Это может сви-

детельствовать о том, что при определенных усло-

виях возможно упрощение расчетов путем выбора 

оптимальных комбинаций Nq и Np, что уменьшит 

вычислительные затраты без значительной потери в 

точности.  
Способ III демонстрирует отклонения от ре-

зультатов стороннего ПО со средним уровнем в 

2,5 %. Способ IV показал отклонения, сопоставимые 

со способом III, показывая лучшую согласованность 

на 0,1 ГГц (1,2 %), но более значительные отклоне-

ния на остальных частотах. Способ V показал зна-

чительное отклонение на частоте 100 МГц – 4,4 %. 

Однако на частотах 500 МГц и 1 ГГц этот способ 

позволил получить наименьшие отклонения. 
Валидация результатов 
Для валидации результатов использованы опуб-

ликованные экспериментальные данных и две ан-

тенны: биконическая и типа «бабочка». 
На рис. 7 представлены реальная и мнимая ча-

сти входного импеданса биконической антенны с 

углом раскрыва 60 при изменении электрической 

длины ее плеч (L, град), полученные эксперимен-

тально [31], в стороннем ПО и с использованием 

авторской реализации вычислений. Стоит отметить, 

в эксперименте из [31] использовался только один 

конический элемент, расположенный над металли-

ческим экраном, поэтому при сравнении результатов 

учитывалось, что расчетное значение входного им-

педанса в два раза больше экспериментального [1]. 

Результаты, полученные способами I–V, имеют схо-

жий характер, поэтому для удобства восприятия на 

рис. 7 представлены только способы I (Nq = 4,  
Np = 12) и III. Из рис. 7 видно, что расчетные и экс-

периментальные значения входного импеданса хо-

рошо согласуются между собой во всем исследован-

ном диапазоне. Отклонения результатов моделиро-

вания реальной части входного импеданса от экспе-
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римента изменяются от 0,3  до 22 Ом, а мнимой – от 

0,2  до 40 Ом. Различие можно объяснить упрощен-

ной моделью возбуждения, которая использовалась 

при моделировании. Так, в эксперименте кониче-

ский элемент возбуждался посредством коаксиаль-

ного кабеля, а при моделировании использовалась 

модель в виде бесконечно тонкого зазора [2]. При 

этом результаты моделирования показали близкие 

результаты. Так, наименьшие отклонение от сторон-

него ПО имеет способ I (Nq = 4, Np = 12). Во всем 

диапазоне отклонения составляют менее 1 Ом, а 

мнимой –  
0,18 Ом. 

Наибольшие отклонения получены при исполь-

зовании способа III – от 0,01  до 4,4 Ом для реаль- 
 

ной части и от 0,03  до 3,2 Ом для мнимой. Другие 

способы также имеют близкие результаты с откло-

нением не более 3 %. 
Дополнительно выполнено сравнение результа-

тов на примере антенны типа «бабочка» с углом рас-

крыва 90 (рис. 8). Экспериментальные данные по-

лучены для одного плеча антенны «бабочка», распо-

ложенного над металлическим экраном и возбужда-

емого посредством коаксиального кабеля [31]. Изме-

рения проводились на одной частоте при изменении 

длины антенны (h). Моделирование выполнялось в 

авторской реализации с использованием способов  
I–V и в стороннем ПО. Для удобства восприятия на 

рис. 8 представлены результаты использования спо-

собов I (Nq = 4, Np = 12) и III. 

   а      б 
Рис. 7. Реальная Rвх (а) и мнимая Xвх (б) части входного импеданса биконической антенны при изменении 

электрической длины ее плеча (L): I (––) и III (–  –), стороннее ПО (  ), эксперимент (– – –) 

 а       б 
Рис. 8. Реальная Rвх (а) и мнимая Xвх (б) части входного импеданса антенны типа «бабочка» при изменении

 
длины антенны (h): I (––) и III (–  –), стороннее ПО (  ), эксперимент (– – –) 

  
Из рис. 8 видно, что результаты моделирования 

и эксперимента имеют схожий характер, однако 

наблюдается отклонения до 39 Ом для реальной ча-

сти и до 51 Ом для мнимой. Результаты моделирова-

ния более согласованы между собой. Меньшее от-

клонение от стороннего ПО дает способ I (Nq = 4,  
Np = 12). Во всем диапазоне для способа I отклоне-

ния составляют менее 1 Ом. Для способа III откло-

нения варьируются от 0,01  до 4,4 Ом для реальной 

части и от 0,03  до 3,2 Ом для мнимой. Другие спо-

собы также имеют близкие результаты с отклонени-

ем не более 6 %. 
Вычислительная сложность 
Способы вычисления сингулярных интегралов 

отличаются не только точностью, но и вычислитель-

ной сложностью. Асимптотическая сложность всех 
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рассмотренных способов для формирования одного 

элемента матрицы Z составляет O(1), а всей матри-

цы – O(N2), где N – число функций RWG. Поэтому 

для более качественного сравнения рассмотренных 

способов выполнена оценка арифметических затрат 

(Q) на формирование матрицы Z. Так, сначала 

вычислено число операций m, требуемых для расче-

та одного слагаемого из (14). При этом для способов 

II и IV рассмотрены два случая: вычисление слагае-

мых с сингулярностью (вариант а) и без сингуляр-

ности (вариант б). Полученные результаты сведены 

в табл. 6. 
Т а б л и ц а  6  

Число арифметических операций m для вычисления 
одного слагаемого из (14) 

Способ вычисления 
I II-а II-б III IV-а IV-б V 

33NpNq 35NpNq + 333Np 33NpNq  297 21 33 891 
 

Общее число арифметических операций для 

формирования матрицы Z, используя способы I, III и 

V, составляет  
 M = 4тN 2, (60) 
а способы II и III – 

   2
п чп4 аM m N N N      

    б п чп2 2 3 ,а а бm m N m m N     (61) 
где mа и mб – число операций для вычисления одного 

слагаемого элемента Z с и без сингулярности соот-

ветственно, Nп, Nчп и Nнп – число «перекрывающих-

ся», частично «перекрывающихся» и не перекрыва-

ющихся функций RWG.  
Для наглядности изменение общего числа опе-

раций на формирование матрицы Z при последова-

тельном увеличении N от 4 до 16384 для всех спосо-

бов представлено на рис. 9. 

 Рис. 9. Зависимость Q от N при формировании матрицы Z:  
способ I при Np = 1, Nq = 3 (–■–), при Np = 3, Nq = 6 (–▲–) и Np = 6, Nq = 12 (–◆–), 

способ II при Np = 1, Nq = 3 (--■--), при Np = 3, Nq = 6 (--▲--) и Np = 6, Nq = 12 (--◆--), 
cпособ III (– – –), способ IV (- - -) и способ V (–  –) 

 
Как видно из рис. 9, способы I и II демонстри-

руют схожую тенденцию роста числа арифметиче-

ских операций. Однако при малых значениях N при 

использовании способа II требуется больше опера-

ций по сравнению со способом I. Изменение пара-

метров Nq и Np оказывает заметное влияние на число 

необходимых операций, подчеркивая важность 

определения выбора оптимальных комбинаций этих 

параметров. Наименьшее число арифметических 

операций удается достичь при использовании спо-

соба IV, а наибольшее – способов I и II при Np = 6 и 

Nq = 12, а также способа V.  
Таким образом, выявлено, что более высокая 

вычислительная сложность не всегда коррелирует с 

увеличением точности. Некоторые способы, требу-

ющие большего числа арифметических операций 

(например, способ V), не всегда обеспечивают су-

щественно лучшую точность по сравнению с менее 

ресурсоемкими способами. 
Заключение 
В данной работе представлен обзор способов 

вычисления поверхностных сингулярных интегра-

лов при формировании СЛАУ методом моментов в 

ходе решения антенных задач методов моментов. На 

примере симметричной биконической антенны вы-

явлено, что численный способ с использованием 

квадратур Гаусса и комбинированный способ де-

монстрируют сопоставимые уровни точности. Одна-

ко число точек интегрирования, используемых в 

этих способах, сильно влияет на точность результа-

тов и требуемые вычислительные затраты. При этом 

комбинированный способ дает более стабильные 

результаты с изменением числа таких точек. Способ, 

использующий только аналитические выражения 

для вычисления «перекрывающихся» функций, вы-

деляется как наиболее эффективный с точки зрения 

вычислительных затрат. Способ, использующий 

преобразование Даффи, показал хорошую точность 

при вычислении входного импеданса на верхней 

частоте рассматриваемого диапазона, но на нижней 

частоте его точность снижается, оказываясь ниже, 

чем у других рассмотренных способов. Численный 

способ, использующий барицентрическое деление, 

показал средние результаты как по вычислительным 
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затратам, так и по точности вычисления. Кроме того, 

выявлено, что более высокая вычислительная слож-

ность не всегда коррелирует с увеличением точности. 
Выполнено сравнение результатов моделирова-

ния входного импеданса биконической антенны и 

антенны типа «бабочка» с экспериментальными 

данными. Полученные результаты имеют схожий 

характер, однако имеют отклонения, которые можно 

объяснить упрощенной моделью возбуждения, кото-

рая использовалась при моделировании, а также 

возможными погрешностями измерений. Наиболее 

точным оказался способ с использованием квадра-

тур Гаусса для вычисления поверхностных сингу-

лярных интегралов, а наименее точным – способ, 

использующий только аналитические выражения 

для вычисления «перекрывающихся» функций. 
Полученные результаты демонстрируют, что 

выбор способа вычисления сингулярных интегралов 

должен зависеть от конкретных требований задачи и 

доступных вычислительных ресурсов. Для получе-

ния быстрых предварительных результатов можно 

использовать один из вычислительно простых спо-

собов: численный или комбинированный с исполь-

зованием квадратур Гаусса с небольшим числом то-

чек интегрирования либо только аналитические вы-

ражения. Для получения более точных результатов 

рекомендуется использовать численный или комби-

нированный способы с использованием квадратур 

Гаусса с большим числом точек интегрирования ли-

бо преобразование Даффи.  
В дальнейшем целесообразно провести ком-

плексное исследование для подбора оптимального 

числа точек интегрирования при использовании 

квадратур Гаусса для достижения рационального 

соотношения между точностью и вычислительными 

затратами, что особенно актуально при решении 

сложных антенных задач в условиях ограниченных 

вычислительных ресурсов. 
Работа выполнена при финансовой поддержке 

Минобрнауки России по проекту FEWM-2024-0005. 
Авторы выражают благодарность анонимному 

рецензенту, конструктивные замечания которого 

позволили повысить качество работы. 
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Методологические подходы к обеспечению безопасности 
программных продуктов 

 
Поддержание безопасности программных средств является одним из ключевых аспектов при их разработке. 

Безопасности уделяется внимание на всех этапах жизненного цикла производства программного обеспечения 

(ПО), начиная от анализа требований, проектирования и разработки и заканчивая тестированием, выпуском и 

последующей поддержкой. В рамках данной работы рассматривается отечественный и зарубежный опыт в 

обеспечении безопасности будущего ПО как на отдельных этапах жизненного цикла его разработки, так и в 

комплексном формате. Каждый из методов имеет свои преимущества и недостатки. Изучение опыта исследова-

телей позволит применить полученные знания при разработке собственного методологического подхода, со-

держащего в себе минимальный комплекс мер, необходимых для обеспечения достаточного уровня безопасно-

сти разрабатываемого программного обеспечения. 
Ключевые слова: создание безопасного программного обеспечения, меры обеспечения безопасности, методы 

тестирования безопасности. 
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Современные темпы развития информационных 

технологий приводят к повсеместному внедрению 

различного программного обеспечения (ПО). Такое 

ПО может обладать уязвимостями разной степени 

критичности, которые без контроля качества и пред-

варительного тестирования попадут к конечному 

пользователю и приведут к негативным последстви-

ям. По сегодняшним данным в сфере информацион-

ной безопасности наблюдается существенный рост 

числа атак на основе эксплуатации уязвимостей [1–

2], которые могут быть случайно допущены ещё на 

этапе разработки ПО, что в конечном счёте приведёт 
к утечке персональных данных и получению конфи-

денциальной информации злоумышленниками. 
Процесс создания безопасного ПО направлен на 

обеспечение защиты конечных программных про-

дуктов и может включать в себя большой перечень 

мер, направленных на недопущение какого-либо 

вмешательства во внутреннюю структуру ПО. Вы-

деляется несколько основных этапов разработки 

ПО: анализ требований; проектирование архитекту-

ры; разработка и тестирование. На каждом этапе 

находят своё применение различные меры по обес-

печению безопасности, однако с учётом огромных 
темпов и скорости развития ИТ-индустрии появля-

ется необходимость в оптимизации доступных ре-

сурсов, используемых при разработке программных 

средств.  
Выбор наиболее эффективных и точных мер 

обеспечения безопасности беспокоит как отече-

ственных исследователей в области информацион-

ных технологий, так и их зарубежных коллег уже 

достаточно давно. Одни исследователи акцентируют 

своё внимание на отдельных методах обеспечения 

безопасности [3], другие занимаются разработкой 

целого комплекса мер [4]. Некоторыми учёными 

даже предпринимаются попытки применения ма-

шинного обучения [5] при обеспечении безопасно-

сти разрабатываемого ПО. 
 

Отечественный опыт в тестировании 
Коллективы из разных городов России занима-

ются изучением эффективных способов обеспечения 

безопасности ПО. Например, исследователи из 

Москвы и Московской области [6] в качестве основ-

ного вида тестирования предлагают проводить те-

стирование безопасности программного кода или 

Security Code Review, который осуществляется на 

этапе разработки ПО. Ключевым моментом данного 

подхода является тот факт, что основной задачей 

стоит выявление на раннем этапе ряда уязвимостей 

самого кода, которые могут быть потенциально ис-

пользованы злоумышленниками. Среди таких уяз-

вимостей могут быть: 
– отсутствие инициализации данных; 
– утечка, нехватка и использование освобож-

дённой памяти; 
– выход вычислений за пределы диапазона при 

преобразовании переменных числового типа; 
– ошибки определения времени и десинхрони-

зация; 
– переполнение, чтение и запись вне буфера; 
– формирование отрицательного значения дли-

ны строк или числа элементов в массиве. 
Учёные предлагают в качестве основных мето-

дов тестирования безопасности кода применять: 
– ручную инспекцию кода; 
– статический (шаблонный) анализ кода и  
– динамический анализ кода при его исполне-

нии (рис. 1). 
Ручная инспекция кода является наиболее эф-

фективной с точки зрения полноты и точности про-

верок, однако требует высокого уровня квалифика-

ции эксперта и обладает некоторой степенью субъ-

ективизма, что может исказить конечные результаты 

проверки. 
Статический анализ кода хоть и является авто-

матизированным средством и позволяет заниматься 

поиском ряда уязвимостей (например, XSS-запро-
сов, инъекций кода, ошибок входных данных и др.), 
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однако может давать ложные срабатывания и сильно 

зависит от шаблонов запросов. 
Последний метод – динамический анализ – 

предназначен для отслеживания действий програм-

мы во время её работы, что позволяет обнаружить 

проблемы при установке, изменении прав доступа, 

работе с памятью, пересылке паролей и пр.  
 

 
Рис. 1. Виды методов тестирования безопасности  
программного кода с краткой характеристикой [6] 
 
Отдельно учёные выделяют фаззинг-тестирова-

ние как один из перспективных методов испытания 

ПО благодаря лёгкости автоматизации и непрерыв-

ности проведения, но считают, что он больше под-

ходит для тестирования надёжности и качества ПО, 
чем безопасности. 

Другой коллектив учёных из Москвы [7] зани-

мался анализом уязвимостей программного обеспе-

чения, а именно тестированием ПО в условиях ими-

тации компьютерных атак. 
В работе выделяют два основных метода для 

определения уязвимостей: сканирование и зондиро-

вание (рис. 2). 
Первый метод является пассивным и достаточ-

но простым в реализации, в ходе применения кото-

рого производится косвенное подтверждение нали-

чия уязвимостей. Сканирование направлено на: 
– сбор информации о сети; 
– составление перечня ресурсов сети (ОС, 

служб и узлов) без влияния на производительность; 
– поиск неидентифицированных устройств в сети. 
Второй метод – зондирование – является актив-

ным, где происходит имитация компьютерной атаки, 

использующей проверяемую уязвимость. Он более 

точный, но при этом имеет большую продолжитель-

ность относительно сканирования. 
Сканирование и зондирование подразделяют на 

категории. Для пассивного анализа (сканирования) 

они приводят следующие алгоритмы: 
– алгоритм проверки пакетов; 

– алгоритм статистического анализа исходного 

кода программ. В случаях активного анализа (зонди-

рования) приводят следующие позиции: 
– алгоритм подготовки некорректных данных на 

вход программ; 
– алгоритм имитации компьютерных атак. 
 

 
Рис. 2. Методы определения уязвимостей  

с краткой характеристикой [7] 
 
Сканирование может проводиться по двум ал-

горитмам. Первый является проверкой заголовков 

пакетов, позволяющий проводить идентификацию 

открытых портов устройств, собирать и анализиро-

вать полученную информацию, сравнивая с базой 

данных потенциальных уязвимостей и формируя 

вывод о наличии уязвимостей. А второй – алгоритм 

статистического анализа исходного кода программ – 
позволяет обнаружить следующие уязвимости: 

– ошибки синхронизации; 
– испорченный ввод; 
– ошибки форматных строк; 
– переполнение буфера. 
Методы зондирования осуществляются также 

по двум алгоритмам: 
– алгоритму подготовки некорректных данных 

на вход программ, заключающемуся в направлении 

большого массива некорректных данных с целью 

определения поведения программы (своего рода 

фаззинг-тестирование, тестирование на отказ); 
– алгоритму имитации компьютерных атак, бла-

годаря которому имитируются компьютерные атаки, 

однако не всегда это уместно, поскольку имеется 

потенциальный риск нанести вред тестируемой ин-

фраструктуре. 
Учёные из Санкт-Петербурга [8] в своих иссле-

дованиях определили, что в качестве мер по обеспе-

чению безопасности на примере средств защиты 

информации (СЗИ) необходимо пользоваться только 

прямым моделированием наиболее распространён-

ных атак, т.е. зондированием потенциальных уязви-
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мостей. В частности, они рассматривают примене-

ние следующих мер (рис. 3): 
– Server-Side Includes (SSI) Injection атак, осно-

ванных на модификации серверных команд в коде 

HTML с последующим их запуском на стороне  
сервера; 

– Cross-Site Scripting (XSS) атак, схожих с 

предыдущим видом, но рассчитанных на исполне-

ние на стороне клиента; 
– Cross Site Request Forgery (XSRF или CSRF) 

атак, перенаправляющих клиента на фишинговые 

сайты, используя уязвимости протокола HTTP; 
– инъекций кода, направленных на исполнение 

части вредоносного кода, с целью получения досту-

па до важной системной информации; 
– DDoS-атак, предназначенных для перегрузки 

системы значительным количеством запросов; 
– Authorization Bypass – получение несанкцио-

нированного доступа к сведениям других пользова-

телей. 
 

 
Рис. 3. Способы тестирования средств  

защиты информации [8] 
 

Кроме того, исследователи предлагают выделить в 

качестве возможных методов тестирования CЗИ: 
– системное; 
– регрессионное и 
– нагрузочное. 
Для выполнения всех тестовых сценариев до-

пускается не только автоматизация процесса тести-

рования, но и привлечение экспертов для ручных 

проверок. 
Группа исследователей из Москвы [9] рассмат-

ривала методы тестирования на примере средств 

защиты информации. В частности, изучались подхо-

дящие методы тестирования с учётом особенностей 

программно-аппаратных СЗИ, функционирующих 

до загрузки в ОС, в самой ОС, а также расположен-

ных на флеш-памяти на примере ПСКЗИ ШИПКА. 

Главной идеей работы являлось определение тесто-

вых методов, подходящих для такого рода задач. 
В качестве методов тестирования флеш-памяти 

рассматривались скорость чтения и записи, а также 

проводились нагрузочные испытания, где в качестве 

анализируемых результатов рассматривались: 
– скорость чтения и записи (пакет мелких фай-

лов до 500 Кб); 
– скорость чтения и записи (одиночный файл на 

несколько Гб); 
– время доступа при чтении и записи при рабо-

те с блоками (4, 64 и 1024 Кб); 
– работа с отдельными логическими томами; 
– работа со всей доступной памятью. 
При тестировании СЗИ, функционирующих до 

авторизации в ОС и в самой ОС, исследователи 

предлагают проводить тестирование функциональ-

ное, нефункциональное и тестирование, связанное с 

изменениями. Авторы считают, что ряд проверок 

возможно автоматизировать, однако далеко не всё, 

поскольку имеется аппаратная часть, которую при-

ходится «пробрасывать» вручную при эмуляции на 

виртуальных машинах. При автоматизации исполь-

зуются специализированные программные комплек-

сы для эмуляции поведения пользователя, заключа-

ющиеся в подготовке скриптов. Исследователи ис-

ключают автоматизацию тестирования ПО до авто-

ризации в ОС, связывая с рядом трудностей, по всей 

видимости, по причине отсутствия тестового ПО, 

способного запускаться также до авторизации в ОС. 
Учёные из Воронежа [10] определяли в своей 

работе методы тестирования программных средств с 

учётом двух параметров: скорости и приоритетно-

сти, поскольку стремительная скорость разработки 

ПО множеством конкурирующих компаний приво-

дит к тому, что выпускаемые приложения необходи-

мо быстро тестировать, при этом выбирая опреде-

лённый функционал в качестве максимально прио-

ритетного. В связи с этим они выделяют три ключе-

вых вида тестирования: 
– функциональное; 
– тестирование производительности и 
– безопасности. 
Функциональное тестирование необходимо для 

валидации и верификации заложенных требований 

на первом этапе жизненного цикла (ЖЦ) разработки – 
анализе требований. Тестирование производитель-

ности определяет то, насколько быстро, стабильно и 

надёжно работает приложение. Тестирование безопас-

ности показывает, каков уровень стойкости ПО в 

вопросах противостояния потенциальным угрозам. 

В качестве методов тестирования безопасности ис-

следователи рассматривают фаззинг-тестирование. 
Тестирование ПО разделяют на несколько этапов: 
– этап анализа функциональных и нефункцио-

нальных требований, на котором определяются тест-
планы, включающие в себя основные тестовые сце-

нарии; 
– этап подготовки тестовых сценариев, на кото-

ром уже разрабатываются подробные тестовые слу-

чаи, которые необходимо проверить и провести под-

готовку тестового окружения; 
– этап тестирования, во время которого собира-

ется результирующая информация с описанием всех 

найденных и заведённых дефектов. 
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Коллективом исследователей из Северодвинска 

[11] рассматривалась модернизированная методика 

«белого ящика». В работе приводится полноценная 

поэтапная методика проведения тестирования, со-

стоящая из нескольких этапов (рис. 4). 
1. Подготовительный этап (планирование), со-

стоящий из: 
– проведения анализа и оценки рисков и угроз; 
– разработки стратегии тестирования; 
– разработки детального плана тестирования; 
– разработки сценариев тестов и определения 

области покрытия каждого теста; 
– подготовки тестовой среды. 
 

 
Рис. 4. Методика проведения тестирования  

программного обеспечения [11] 
 

2. Проведение тестирования, заключающееся в: 
– проведении валидации и верификации тесто-

вых сценариев; 
– проведении статического анализа ПО и его 

компонентов; 
– проведении динамического анализа ПО и его 

компонентов; 
– проведении тестовых сценариев; 
– проведении анализа выявленных ошибок, де-

фектов и уязвимостей ПО. 
3. Этап формирования отчетной документации 

о результатах проведения исследований. 
Ключевой особенностью исследования является 

применение профилировщика для оценки скорости 

проведения обработки данных при тестировании. 

Повышение эффективности процесса возможно за 

счёт минимизации влияния тестовой среды и совер-

шенствования программных средств для анализа 

данных. 
Иностранный опыт в тестировании 
Иностранные исследователи, как и отечествен-

ные, рассматривают потенциал применения методов 

тестирования безопасности как на ранних этапах 

ЖЦ, так и во время полноценного тестирования и 

рекомендуют применять комплексный подход. 
Коллективом учёных из Польши и Нидерландов 

рассматривается потенциал модульных тестов во 

время проверки скомпилированного кода [12]. Они 
позиционируют такой подход как один из популяр-

ных, широко распространённых и перспективных в 

поиске и устранении уязвимостей в коде. Ключевым 

вопросом в работе стоят три главные проблемы: 
– создание тестовых сценариев (тест-кейсов); 
– покрытие тест-кейсами программного кода и 
– обслуживание и поддержание тест-кейсов в 

актуальном состоянии. 
В работе предлагается инструмент, позволяю-

щий автоматически генерировать тестовые сценарии 

и выбирать наиболее подходящие в соответствии с 

запросом. Прототип такого инструмента синхрони-

зируется с модулем Parasoft C/C++test, который ис-

пользуется для поиска дефектов и мониторинга со-

ответствия со стандартами безопасности MISRA, 
AUTOSAR или CERT. 

Генерацией тест-кейсов интересовались и авто-

ры работы из Индии [13] с целью применения такого 

подхода для тестирования критического пути, ори-

ентированного на проверку и изучение функциона-

ла, который используется большинством пользова-

телей, т.е. в условиях поведения реального пользо-

вателя. В таких условиях генерация количества те-

стовых данных может оказаться эффективным спо-

собом определения проблем и дефектов. 
В работе представлено усовершенствование ме-

тода тестирования критического пути, основанного 

на автоматическом создании большого количества 

тестовых данных и их дальнейшем сравнении. Ав-

томатическая генерация тестовых сценариев позво-

ляет охватить не только типичные и стандартные 

случаи, но и рассмотреть гибридные и нестандарт-

ные ситуации, что и позволяет получить 100% по-

крытие. 
Группа учёных из Италии [14] предлагает ис-

пользовать комплексный подход к обеспечению  
безопасности ПО и применении тестирования на 

нескольких этапах ЖЦ разработки: во время напи-

сания кода, его компиляции и сборки и на этапе 

полноценного тестирования. 
На этапе написания кода обязательно осу-

ществляется проверка кода на наличие потенциаль-

ных угроз безопасности по соответствующим базам 

данных и каталогам и проводится сравнение с эта-

лонной моделью безопасности. 
На этапе сборки создаётся репозиторий, до-

ступный нескольким разработчикам, задействован-

ным в проекте, и запускается серия сквозных мо-

дульных тестов, которые позволяют выявить потен-

циальные проблемы и оперативно их устранить. 
В качестве методов тестирования безопасности 

уже на этапе готовых и функционирующих сборок 

учёные предлагают использовать тестирование на 

проникновение (пентест) в комплексе с технологией 
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DAST (Dynamic Application Security Testing). Такой 

подход обусловлен тем, что оба метода по отдельно-

сти имеют существенные недостатки, а в режиме 

симбиоза дают отличный результат. С одной сторо-

ны, метод DAST не способен всесторонне проверить 

приложение, однако лёгок для применения самими 

разработчиками. Такой метод зачастую выбирается 

компаниями с малым бюджетом, где весьма пробле-

матично организовать отдельную группу сотрудни-

ков для тестирования. А с другой, пентест достаточ-

но дорогостоящий и трудоёмкий, и он обязует при-

влекать к тестированию экспертов по безопасности, 

но позволяет найти серьёзные уязвимости и не до-

пустить существенных финансовых потерь. 
Среди всех методов тестирования безопасно-

сти, применяемых на этапе тестирования готового 

программного продукта, наиболее часто использует-

ся фаззинг – один из передовых методов тестирова-

ния безопасности, обладающий широким спектром 

возможностей [15–17], что позволяет современным 

исследователям использовать его даже для тестиро-

вания нейросетей [18]. Преимуществом такого ме-

тода является то, что он позволяет детектировать 

ошибки в ПО с использованием подачи на вход раз-

нородных неожиданных данных. Применяются раз-

ные варианты данного метода (рис. 5), классифици-

рующиеся по способу подготовки данных для тести-

рования: 
– с формированием специальных уже готовых 

файлов с заданными граничными значениями; 
– с автоматическим применением случайных 

данных; 
– с самостоятельным ручным вводом произ-

вольных данных; 
– метод грубой силы – с формированием и пе-

редачей тестировщиком специальных искажённых 
данных в каждом пакете; 

– автоматизированный вариант метода грубой 
силы с необходимым исследованием для правильной 
подготовки спецификации протокола и файла. 

 
Рис. 5. Виды фаззинг-тестирования [18] 

Для проведения фаззинг-тестирования исполь-

зуют специализированные приложения и утилиты, 

занимающиеся доставкой произвольных данных – 
фаззеры, различающиеся по своим характеристикам: 

– локальные фаззеры, включающие в себя фаз-

зеры командной строки, переменной среды, а также 

фаззеры формата файла; 
– фаззеры удалённого доступа, включающие в 

себя фаззеры сетевых протоколов (простые и слож-

ные), а также фаззеры веб-приложений и веб-брау-
зеров; 

– фаззеры оперативной памяти; 
– интегрированные среды фаззеров, представ-

ляющие собой уже готовые библиотеки фаззеров для 

определённых задач [19, 20]. 
Заключение 
На сегодняшний день в производстве про-

граммных средств применяется множество мер по 

обеспечению их безопасности, направленных на 

поиск уязвимостей и угроз. Каждый из них имеет 

свои преимущества и недостатки, однако современ-

ные исследования учёных из Российской Федерации 

и других стран показывают, что работы в направле-

нии устранения недостатков и повышения эффек-

тивности известных мер по обеспечению безопасно-

сти активно ведутся. При этом наблюдаются как 

модификации самостоятельных методов, так и  
применение нескольких методов тестирования в 

симбиозе. 
На основе опыта исследователей можно судить 

о том, что наибольшей эффективности удаётся до-

биться применением не какого-то одного средства, а 

только путём применения комплекса мер, охватив 

каждый этап жизненного цикла разработки безопас-

ного ПО. Такой подход на первый взгляд может по-

казаться избыточным и трудозатратным, однако он 

позволяет обнаружить ряд дефектов, которые были 

упущены на предыдущих этапах разработки. 
Применение комплексного подхода также поз-

волит сократить количество поздно обнаруженных 

дефектов LDB (Late Detected Bugs), которые могут 

оказаться как малозначимыми, так и критическими и 

принести вред не только конечному потребителю, но 

и привести к репутационным и экономическим по-

терям компании. 
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УДК 004.056.55 
 
C.И. Разенков, В.Н. Борщь 
 
Интеграция отечественного шифрования  
в протокол PDCP сетей связи пятого поколения  
 

Набор стандартных алгоритмов шифрования Packet Data Convergence Protocol (PDCP) сетей пятого поколения 

предлагается дополнить ГОСТ Р 34.12–2015 («Кузнечик»). Описывается создание программной библиотеки вы-

сокопроизводительных реализаций алгоритмов шифрования для применения в PDCP, протоколе второго уровня 

сетей связи пятого поколения. Особое внимание уделено оптимизации программных компонент с использова-

нием низкоуровневых процессорных инструкций архитектуры x86: AES-NI и AVX. Представлены результаты 

для двух наиболее распространенных и надежных алгоритмов: AES и «Кузнечик». В рамках исследования про-

водилась потактовая оценка эффективности реализованных алгоритмов и сравнение их производительности. 

Также представлено описание произведенных оптимизаций и путей дальнейшего развития и повышения произ-

водительности алгоритма «Кузнечик» для применения в PDCP. 
Ключевые слова: 5GNR, 3GPP, PDCP, шифрование, «Кузнечик», AES, системы связи. 
DOI: 10.21293/1818-0442-2024-27-1-44-48 
 
Целью работы является исследование возмож-

ности интеграции отечественного алгоритма шиф-

рования «Кузнечик» в современные сети связи и 

оценка производительности такого решения. 
Сети пятого поколения получают все большее 

распространение, стандартный стек протоколов 

находит свое применение не только в наземных, но и 

в non-terrestrial networks (NTN, неназемные сети) [1]. 

Также актуальность обусловлена необходимостью 

использования отечественных средств криптографи-

ческой защиты информации для защиты сетей связи 

согласно стратегии развития отрасли связи РФ на 

период до 2035 г. [2]. 
Операции по зашифрованию и расшифрованию 

пользовательского трафика реализованы на каналь-

ном уровне, в PDCP [3]. Всего стандартом описыва-

ются 4 режима работы шифрования в PDCP [4]: 

шифрование выключено, алгоритмы на основе 

SNOW 3G, ZUC, AES. 
Шифры SNOW 3G и ZUC имеют относительно 

низкую степень защиты и применяются, в основном, 

для обеспечения обратной совместимости с преды-

дущими поколениями сетей связи [5], поэтому их 

развитие и оптимизация не рассматриваются в дан-

ной работе. Несмотря на это, указанные шифры 

также реализованы в библиотеке для полной под-

держки стандарта. 
Наиболее распространенным и эффективным 

является алгоритм AES. В том числе алгоритм под-

держивается на аппаратном уровне в архитектуре 

процессоров x86 и ARM: набор инструкций AES-NI. 
В работе предлагается дополнить набор шиф-

ров PDCP шифром ГОСТ Р 34.12–2015 «Кузнечик», 

который обеспечивает схожую или лучшую защи-

щенность по сравнению с AES [6]. Из-за меньшего 

распространения и относительной новизны шифр не 

имеет аппаратной поддержки в архитектурах совре-

менных процессоров. 
Для получения максимальной производитель-

ности библиотека алгоритмов шифрования реализо-

вывается на языке C. В том числе используется 

набор инструкций AES-NI для шифра AES. Для 

шифра «Кузнечик» в работе проводится оптимиза-

ция для достижения максимальной производитель-

ности в рамках архитектуры x86: применяется набор 

инструкций для векторных вычислений AVX. 
Сравнение алгоритмов проводится через потак-

товое измерение производительности шифров. 
Описание PDCP 
PDCP является сетевым протоколом 2-го уровня 

(канальный уровень), предоставляющим протоколам 

более высокого уровня, в частности RRC (Radio 

Resource Control) [7], следующий функционал: 
 передача информации (управляющей и поль-

зовательской); 
 обслуживание порядковых номеров (PDCP 

SNs); 
 сжатие и распаковка заголовков с помощью 

протокола ROHC; 
 сжатие и распаковка заголовков с помощью 

протокола EHC; 
 сжатие и распаковка исходящих данных с по-

мощью протокола UDC; 
 зашифрование и расшифрование; 
 защита и проверка целостности; 
 отбрасывание пакетов SDU по таймеру; 
 маршрутизация (для DAPS- и split-соединений); 
 дублирование; 
 упорядочивание входящих пакетов; 
 отбрасывание дублирующих входящих пакетов. 
В свою очередь, сущность протокола PDCP свя-

зана с множеством сущностей RLC (Radio Link 

control), другого протокола 2-го уровня. 
В данной работе рассматривается только функ-

ционал, относящийся к задаче шифрования. 
Шифрование в PDCP 
В PDCP каждому алгоритму шифрования соот-

ветствует 4-битный идентификатор: 
 0000 – NEA0 нулевой алгоритм (отключение 

шифрования); 
 0001 – 128-NEA1 128-битный алгоритм на 

основе SNOW 3G; 
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 0010 – 128-NEA2 128-битный алгоритм на 

основе AES; 
 0011 – 128-NEA3 128-битный алгоритм на 

основе ZUC. 
Каждый алгоритм шифрования принимает сле-

дующие исходные данные: 
 128-битный ключ KEY; 
 32-битное значение параметра COUNT; 
 5-битный идентификатор соединения BEARER; 
 1-битное значение направления соединения 

DIRECTION (0 для восходящей линии и 1 для нис-

ходящей); 
 длина LENGTH требуемой ключевой после-

довательности (гаммы). 
Порядок использования шифрсистемы NEA при 

зашифровании открытого текста следующий (рис. 1): 

генерируемый блок гаммы KEYSTREAM побитно 

складывается по модулю 2 с блоком открытого тек-

ста PLAINTEXT. Расшифрование происходит анало-

гичным образом: генерируется блок гаммы 

KEYSTREAM с использованием тех же входных 

параметров и происходит ее наложение на блок 

шифртекста CIPHERTEXT. 
Входной параметр LENGTH должен влиять 

только на длину блока KEYSTREAM, но не на зна-

чения бит в нем. 
 

 
Sender                                       Receiver 

Рис. 1. Схема шифрования в PDCP  
 

Представленная схема позволяет заменить 

шифр любым подходящим, работающим в режиме 

гаммирования. 
Алгоритм 128-NEA2, AES 
В этом режиме зашифрование и расшифрование 

данных выполняется с помощью AES-128 [8] в ре-

жиме CTR [9] (счетчика). Шифр AES-128 является 

128-битным блочным шифром и состоит из 10 раун-

дов, включающих нелинейное преобразование, вы-

полняемое согласно таблице подстановок, цикличе-

ские сдвиги последних трех четверок байт на 3, 2 и  
1 байт, начиная назад с последнего, умножение на 

фиксированный полином a(x) = 3x3 + x2 + x + 2 в поле 

Галуа по модулю полинома x4 +1 и побитное сложе-

ние по модулю 2 с раундовым ключом, получаемым 

из ключа шифрования по специальной процедуре. 
Режим CTR заключается в формировании по-

следовательности 128-битных блоков счетчика T1, 

T2, ..., Ti,  независимо друг от друга шифруемых с 

помощью AES, а затем побитно складываемых с 

данными по модулю 2. 

Последовательность блоков счетчика формиру-

ется следующим образом: 64 старших бит T1 равны 

COUNT| BEARER | DIRECTION | 026 (26 нулевых 

бит). Младшие 64 бит T1 равны 0. Последующие 

блоки Ti получаются в результате инкрементирова-

ния младших 64 бит Ti–1 по модулю 264 [10]. 
Алгоритм 256-NEA4, «Кузнечик» 
Для поддержки отечественного алгоритма 

шифрования ГОСТ Р 34.12–2015 («Кузнечик») [11] в 

PDCP был внедрен дополнительный режим работы 

256-NEA4(идентификатор 0100), использующий 

данный шифр в режиме CTR, где инициализация 

счетчика происходит аналогично 128-NEA2. 
«Кузнечик» является 128-битным блочным 

шифром с размером ключа шифрования 256 бит. 

Шифр состоит из 9 раундов, в которых выполняется 

побитовое сложение по модулю 2 с раундовым клю-

чом, нелинейное биективное преобразование и ли-

нейное преобразование, а также 10-го раунда, со-

держащего только побитное сложение по модулю 2 с 

раундовым ключом. 
В PDCP для алгоритма шифрования NEA есть 

возможность использовать ключ KEY длиной до  
256 бит включительно, так как он является результа-

том усечения 256-битного выходного значения 

функции KDF (Key Derivation Function) [4]. Это поз-

воляет внедрить «Кузнечик» в протокол PDCP. 
Программная реализация 
При реализации режимов 128-NEA1 и 128-NEA3 

были использованы программный код шифров Snow 

3G и ZUC и тестовые последовательности из соот-

ветствующих спецификаций [12,13]. 
Для режима 128-NEA2 была использована реа-

лизация AES из [14]. Эта реализация была оптими-

зирована с использованием инструкций AES-NI, 

расширения системы команд архитектуры x86, со-

зданного с целью ускорения криптографических 

операций AES на процессорах архитектуры x86. Код 

этой реализации частично заимствован из [15]. При 

проверке реализаций на корректность были исполь-

зованы тестовые последовательности из [10]. 
Для получения общего представления о работе 

алгоритма и эталонных значений производительно-

сти при прямом переносе алгоритма в код была ис-

пользована готовая реализация «Кузнечика» из [16]. 

Полученные результаты (таблица) показали низкую 

производительность «Кузнечика» по сравнению с AES. 
 

Пропускная способность криптографических 
 алгоритмов (Гбит/c) 

Шифр Реализация 
Размер блоков  

(общий размер 1 МБ) 
64 Б 1 КБ 8 КБ 

AES Без оптимизации 0,388 0,729 0,768 
AES-NI 0,757 5,246 7,681 

Куз-

нечик 
Без оптимизации 0,005 0,012 0,013 

Оптимизированная 0,316 1,351 1,697 
 

Проведена оптимизация реализации шифра 

«Кузнечик». При создании оптимизированной реа-

лизации за основу взято описание из [17]. Повыше-

ние производительности достигается за счет исполь-
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зования векторных инструкций процессора, а также 

таблиц предвычислений. 
Использование 256-битных векторных реги-

стров из набора инструкций AVX2 позволяет прово-

дить побитовое сложение двух блоков по модулю 2 с 

раундовыми ключами за одну инструкцию. 
Таблица предвычислений хранит результаты 

выполнения двух операций – нелинейного биектив-
ного и линейного преобразований. Таким образом, 
чтобы выполнить эти два преобразования, нужно 
извлечь соответствующее значение из таблицы 
предвычислений, что гораздо быстрее, чем прямой 
расчет. Инициализация таблиц предвычислений не 
зависит от шифруемых данных и значения ключа, 
поэтому может осуществляться однократно перед 
работой с функцией шифрования. Данное изменение 
позволило в 5–6 раз увеличить среднюю скорость 
шифрования данных. 

Экспериментальные результаты 
Измерения задержки и пропускной способно-

сти [18] проводились с использованием процессора 

Intel (R) Core (TM) i7-8700KCPU @ 3.7 GHz. Изме-

рения проводились в обычном режиме работы про-

цессора, без изоляции ядра, ОС Ubuntu 22.04 без 

графической оболочки. Тестовое приложение привя-

зано к одному ядру инструкцией processor affinity. 
Оценка производительности библиотеки прово-

дилась следующим образом: 
1. Подготовка массива случайных данных сум-

марным размером 1 МБ и разбитым на блоки опре-

деленного размера: 64 Б, 1 кБ, 8 кБ. 
2. Зашифрование/расшифрование блоков дан-

ных с измерением количества тактов ЦПУ, затрачен-

ных на операцию. 
3. Пункт 2 выполняется 1 024 раза, затраченное 

на обработку количество тактов ЦПУ сохраняется. 
Такой подход позволяет оценить производи-

тельность алгоритмов без привязки к тактовой ча-

стоте процессора. Измерение производительности в 

тактах позволяет вычислить задержку для процессо-

ров с такой же микроархитектурой (Intel Coffee 

Lake) с высокой точностью и с меньшей точностью 

для процессоров со схожими микроархитектурами. 
В таблице представлена пропускная способ-

ность реализаций алгоритмов AES и «Кузнечик» за 

1 024 итерации обработки случайных данных разме-

ром 1 МБ и разбитых на блоки для выбранного про-

цессора. 
На рис. 2 изображены графики тактов процес-

сора при обработке блоков размером 1 кБ. Для дру-

гих размеров блоков характер графиков повторяется. 
Заключение 
Разработана библиотека алгоритмов шифрова-

ния для протокола PDCP сетей 5G NR. 
В качестве альтернативы наиболее популярному 

алгоритму шифрования AES предложен ГОСТ Р 

34.12–2015 «Кузнечик», обеспечивающий схожую 

стойкость. 
Представлены оптимизированные версии 

наиболее широко используемых алгоритмов: AES и 
«Кузнечик». 

 
Номер итерации 

а 

 
Номер итерации 

б 

 
Номер итерации 

в 

 
Номер итерации 

г 
Рис. 2. Длительность работы алгоритма: 128-NEA1 – а,  

128-NEA2 – б, 128-NEA3 – в, 256-NEA4 – г  
 

Для обоих алгоритмов проведено потактовое 

измерение производительности, которое демонстри-

рует низкую величину джиттера (jitter) работы алго-

ритмов. Для шифра AES эта величина составляет 

около 1 000 тактов, для «Кузнечика» – около 6 000 

тактов. 
«Выбросы» на рис. 4 являются отклонениями от 

среднего числа затрачиваемых процессором тактов, 

вызванными переключением процессора на другие 

задачи и/или переносом контекста между ядрами. 

При необходимости снижения уровня джиттера воз-

можно переключение ядра ЦПУ в изолированный 

режим. Общее количество таких «выбросов» незна-

чительно, однако их вкладом в джиттер нельзя пре-

небрегать. 
Разработанное программное решение может 

применяться для закрытия каналов данных до 1 Гбит/с 

при невысоких требованиях к аппаратной платфор-

ме. Библиотека имеет стандартный API для интегра-

ции с имеющимся стеком PDCP. 
Шифр AES в силу наличия расширенного набо-

ра инструкций в процессорах архитектуры x86 име-
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ет наибольшую производительность и значительно 

превосходит шифр «Кузнечик». Проведенные опти-

мизации: использование векторных инструкций, 

таблиц предвычислений и итерационных констант – 

ускорили работу шифра «Кузнечик». Получена про-

изводительность на уровне 20% от производитель-

ности AES. 
Полученные результаты демонстрируют несо-

стоятельность идеи применения программной реа-

лизации шифра «Кузнечик» для высокопроизводи-

тельных систем связи. Поэтому перспективным раз-

витием реализации шифра «Кузнечик» будет ис-

пользование аппаратного ускорителя (на базе 

ПЛИС) или расширение аппаратного набора ин-

струкций современных процессоров с открытой ар-

хитектурой, такой как RISC-V. 
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В настоящее время нечеткие системы принятия 

решений имеют достаточно широкое применение 

при решении практических задач в различных пред-

метных областях: в финансовом секторе, строитель-

ном бизнесе, медицине, логистике, промышленно-

сти, управлении рисками, принятии решений систе-

мами реального времени. При этом под нечеткой   

системой авторы понимают нечеткую модель описа-

ния объекта исследования, алгоритм нечеткого вы-

вода и их программную реализацию. При проекти-

ровании таких систем встает задача выбора вида 

функции принадлежности для решения конкретной 

прикладной задачи. Ниже приводятся обзор и анализ 

применения функции принадлежности в разрезе 

трех различных по уровню сложности архитектур 

нечеткой системы. В данном случае сложность не-

четкой системы определяется количеством входных 

переменных, а также ее иерархической структурой: 

входные нечеткие множества первого уровня фор-

мируют несколько выходных переменных, которые, 

в свою очередь, являются входными для второго 

уровня, и т.д., выходом является одна результирую-

щая функция принадлежности. 
Есть классический формат архитектуры «две 

входные переменные – одна выходная», одним из 

наиболее известных представителей которого явля-

ется задача «определения размера чаевых» в зави-

симости от параметров «уровень сервиса» и «каче-

ство еды» [1]. Для решения этой задачи авторы при-

меняют треугольные и трапециевидные функции 

принадлежности. Статья Т. Каймаза [2] посвящена 

оценке эргономических условий на металлообраба-

тывающем производстве. Для принятия финального 

решения о соответствии рабочего места норматив-

ным требованиям собранные с помощью измери-

тельных приборов данные с рабочих мест обрабаты-

ваются с помощью базы логических правил. При 

решении задачи используются смешанные функции 

принадлежности – треугольные функции в середине 

и конце универсума сочетаются с трапециевидной 

функцией принадлежности в начале. В [3] авторы 

используют гауссовы функции принадлежности для 

планирования внутреннего убранства помещения c 

точки зрения воздушных потоков. Нечеткий кон-

троллер служит промежуточным звеном в системе 

поддержки принятия решений и оценивает успеш-

ность работы нейросетевого алгоритма. Результатом 

работы алгоритма является оценка вероятности 

успешного вычисления текущей компоновки строи-

тельного объекта.  
В [4, 5] рассматриваются нечеткие системы 

управления солнечной батареей с двумя входными 

переменными (ошибка и изменение ошибки) и од-

ной выходной (реакция), исследуются в среде 

Simulink следующие функции принадлежности: тре-

угольная, трапециевидная, гауссова, pi-, S-кривые и 

колоколообразная. В [4] авторы приходят к выводу, 

что треугольная и трапециевидная функции принад-

лежности подобны по отклику с точки зрения вре-

мени нарастания и выброса, но треугольная функция 

показывает лучшие характеристики в отношении 

стационарного поведения, особенно при увеличении 

желаемого позиционного угла. В то время как гаус-

сова функция принадлежности плохо реагировала во 

всех случаях, что подтверждает теорию о том, что 

гауссову функцию принадлежности лучше исполь-

зовать в отношении систем, применяемых в обработ-

ке данных, вычислении вероятностей и статистике.  
В работе [5] авторы приводят результаты иссле-

дования нечеткой модели солнечной панели, пред-

ставленной матрицей зависимости температуры от 

мощности солнечного излучения, используя тре-

угольную, трапециевидную и гауссову функции 

принадлежности. Полученные с помощью нечеткого 

вывода значения сравниваются с «эталонными», 

которые были получены в результате симуляции 

работы солнечной панели. Итоговое сравнение 

функций принадлежности показало, что значение 

среднеквадратичного отклонения (СКО) относи-

тельно эталонных значений при использовании тре-

угольных функций принадлежности равно 0,1338, 

значение СКО для трапециевидных функций при-

надлежности является достаточно близким – 0,1351, 

а для гауссовой функции СКО равно 0,2442. Соот-

ветственно, можно сделать вывод о том, что исполь-

зование треугольной и трапециевидной функций 
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является предпочтительным в задачах управления и 

принятия решений. Аналогичный вывод о гауссовой 

функции принадлежности представлен в статье [6]. 

Авторы работы [7] рассматривают задачу кластери-

зации и подготовки данных с помощью гауссовой, 

трапециевидной, треугольной, колоколообразной 

нечетких функций принадлежности. 
В результате исследования авторы приходят к 

выводу, что в задачах кластеризации наиболее пред-

почтительной является гауссова функция принад-

лежности, отмечается резкое возрастание вычисли-

тельной сложности по мере увеличения количества 

входных данных. В статье [8], посвященной вопросу 

выбора вида нечеткой функции принадлежности, 

рассматриваются вопросы влияния количества 

функций принадлежности на универсуме на время 

вычислений. Авторы подчеркивают, что для улуч-

шения показателей производительности системы 

необходимо проводить оптимизацию количества 

функций принадлежности на универсуме, однако 

метрик, подтверждающих данные гипотезы, не при-

водится. В работе [9] авторы также приходят к за-

ключению о том, что выбор формы функции при-

надлежности влияет на выходные значения системы, 

при использовании аппарата нечеткой логики в фи-

нансовой сфере наиболее подходящими являются 

гауссовы функции принадлежности. Авторы работы 

[10] также выдвигают тезис о том, что значения 

функций принадлежности на основе различных 

форм могут влиять на результат работы системы, в 

связи с чем предлагают ряд собственных форм 

функций принадлежности.  
В работе [11] рассматривается модель нечёткого 

системного регулятора системы согласованного 

управления электроприводами четырёхколёсного 

мобильного робота с двумя дифференциальными 

приводными блоками, которая содержит три незави-

симых нечетких контроллера классического форма-

та. Для описания лингвистических переменных 

управления положением корпуса и двух приводных 

блоков авторы используют по три терма: N – отрица-

тельная (трапецеидальная функция); Z – нулевая 

(треугольная функция) и P – положительная ошибка 

(трапецеидальная функция). 
Несколько усложненным вариантом архитекту-

ры нечеткой системы является добавление третьей и 

более входных переменных. В работе [12], посвя-

щенной построению умной ирригационной системы 

на базе нечеткой логики, для принятия решения о 

включении мотора системы полива используются 

три входные переменные «влажность почвы», «тем-

пература» и «влажность». Авторы используют для 

разных универсумов либо трапециевидные, либо 

треугольные функции принадлежности. В работе 

[13] нечеткая логика используется для оценки рис-

ков работ по техническому обслуживанию техноло-

гического оборудования. На вход нечеткой системы 

подаются три переменные – критичность сценария, 

частота возникновения и параметр видимости де-

фекта. На основе представленных параметров фор-

мируется вывод о критичности потенциального от-

каза. Для описания лингвистических термов приме-

няются трапециевидные и треугольные функции 

принадлежности.  
Аналогичная конструкция системы применяет-

ся в работе [14], посвященной обнаружению вредо-

носной сетевой активности. Авторы используют три 

входные переменные с трапециевидной формой 

функций принадлежности и одну выходную. Вход-

ными параметрами являются критерии вредоносно-

го трафика, а выходным параметром является крите-

рий легитимности сетевого трафика. В работе Лау 

[15] рассматривается пример прогнозирования по-

требления электроэнергии в производственной си-

стеме. Авторы также применяют три входные пере-

менные и одну выходную. В качестве форм функций 

принадлежности применяются трапециевидные и 

треугольные функции, при этом их применение 

обосновывается с точки зрения наиболее частого 

использования и простоты вычисления выходного 

значения.  
В работе [16] применяются трапециевидные 

функции принадлежности для оценки рисков разра-

ботки программного продукта и один нечеткий кон-

троллер формата «множественный вход – один вы-

ход», однако авторы не обосновывают применение 

выбранной функции принадлежности, ограничива-

ясь лишь описанием функциональности ПО. В рабо-

те [17] авторы для оценки кредитного рейтинга за-

емщика применяют систему на основе треугольных 

функций принадлежности. В статье подчеркивается, 

что для логических операций вида «И», «ИЛИ» или 

«НЕ» подходят все стандартные формы функций 

принадлежности – треугольная, трапециевидная, 

гауссова и сигмоидная, однако дальнейшего обосно-

вания применения именно треугольной функции не 

приводится.  
Статья [18] рассматривает подход к решению 

задачи по выбору страны для локализации произ-

водства, учитывая, соответственно, как макроэконо-

мические факторы, так и набор рисков, которые 

несёт данный выбор. В качестве функций принад-

лежности авторы используют комбинацию тре-

угольной и трапециевидной функции принадлежно-

сти, в том числе в рамках одного универсума, опи-

сывая граничные лингвистические термы с помо-

щью трапециевидных функций принадлежности.  
В работе [19] авторы исследуют вопрос выбора 

кратчайшего пути при неизвестных начальных усло-

виях, используя гауссову функцию принадлежности, 

как наиболее подходящую с точки зрения снижения 

ошибки для выходных значений, сравнивая с пред-

варительно подготовленным массивом данных. В 

работе также обращают внимание на то, что увели-

чение количества лингвистических термов и правил 

ведёт к излишнему усложнению системы, а миними-

зация термов и решающих правил, наоборот, лишает 

вывод системы необходимой вариативности для 

принятия решений.  
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В работе [20] описывается нечеткая система 

определения экономически целесообразного объема 

заказа. В рамках данной работы аппарат нечеткой 

логики использовался как часть составного инстру-

мента ANFIS (Adaptive Neuro Fuzzy Interference 

System), в рамках которого решается задача по клас-

сификации и предварительной обработке данных. 

Чувствительный анализ модели ANFIS проводился 

путем изменения формы функций принадлежности 

входных переменных, а также количества значений 

входных переменных. В работе протестированы тре-

угольные, трапециевидные и колоколообразные кри-

вые. Колоколообразная функция показала лучшие 

результаты с точки зрения среднеквадратичной 

ошибки при выполнении как на обучающей, так и на 

тестовой выборке данных.  
Статья [21] посвящена разработке системы для 

управления вентиляцией на основе содержания в 

воздухе углекислого газа, водорода и кислорода. 

Авторы применяют систему формата «три нечеткие 

входные переменные – две выходные переменные». 

В качестве функций принадлежности авторы ис-

пользуют треугольную и трапециевидную функции. 

В [22] авторы описывают решение задачи по про-

гнозированию осадков на основе двух входных пе-

ременных – скорости ветра и температуры окружа-

ющей среды. В работе применяются нечеткие пере-

менные первого типа, а в качестве формы функций 

принадлежности используются треугольные числа.  
В работе [23] для оценки функционального 

наполнения программных продуктов применяется 

вербально-числовая шкала Харрингтона, термы ко-

торой описаны на универсуме с помощью треуголь-

ных функций принадлежности. Оценивая каждую 

возможность программного продукта с помощью 

данной школы, пользователь может сравнивать од-

нотипные продукты и находить наиболее оптималь-

ный для решения поставленной задачи. 
Наиболее сложными являются архитектуры не-

четких систем с вложенными логическими контрол-

лерами, которые используются в качестве промежу-

точных звеньев в системах управления и принятия 

решений. Особенность таких систем состоит в том, 

что при моделировании последовательно и/или па-

раллельно используется несколько нечетких кон-

троллеров. Выходные значения промежуточных не-

четких контроллеров используются при вычислении 

результирующего значения главным нечетким кон-

троллером.  
Примером решения таких задач является работа 

[24], в которой рассматривается нечеткая система 

помощи водителю на дорогах. В данной работе ав-

торы используют три нечетких вложенных контрол-

лера, выходные значения которых являются входом 

для решающего нечеткого контроллера. Для описа-

ния входных переменных применяются трапецие-

видные функции принадлежности, а для описания 

выходных функций принадлежности как промежу-

точных, так и основного контроллера применяются 

треугольные функции принадлежности. Работы [25, 

26] посвящены решению задач морской навигации, в 

частности, описанию с применением вложенных 

нечетких контроллеров интеллектуальной навигаци-

онной системы по оценке и предупреждению рисков 

столкновения кораблей. В качестве функции при-

надлежности авторы выбирают гауссову функцию.  
Работы [27, 28] посвящены оценке рисков инве-

стиционно-строительных проектов, для получения 

выходного результата авторы применяют вложенные 

нечеткие контроллеры. С точки зрения выбора 

функций принадлежности авторы останавливаются 

на трапециевидной функции принадлежности, при 

этом отмечают, что на начальном этапе допустимо 

использование функций принадлежности стандарт-

ной формы, однако в дальнейшем, по мере накопле-

ния дополнительных данных, допустимо использо-

вать функции принадлежности иного вида. 
Ряд статей посвящен теоретическим вопросам 

создания новых методов аппроксимации для нечет-

ких функций принадлежности. Тезис о том, что не-

четкие функции принадлежности являются универ-

сальными аппроксиматорами для непрерывных 

функций, был рассмотрен в работе [29]. Так, в рабо-

те [30] рассматривается иной подход к аппроксима-

ции, позволяющий приблизить значение СКО к 10–

30% против 100–300% в базовом примере. Вопросам 

аппроксимации посвящена и другая работа Yeh-Chi-
Tsuen [31], в которых автор разбирает частные во-

просы аппроксимации линейных функций. В [32] 

авторы предлагают использовать для аппроксимации 

нечетких чисел частный инструмент нелинейного 

программирования – квадратичное программирование. 
Отдельно стоит выделить работу [33], в которой 

авторы приводят результаты сравнения треугольных 

и трапециевидных функций для кластеризации 

имеющегося набора клинических данных. Сравне-

ние осуществляется только по одному правилу 

определения степени принадлежности каждой из 

входных целочисленных переменных указанному 

интервалу. Авторы приходят к выводу, что треуголь-

ная функция занимает немного меньший объем па-

мяти (на 4,8%) и имеет большую точность при кла-

стеризации данных. В заключении статьи указано, 

что авторы планируют расширить исследование и 

включить гауссову функцию принадлежности. 
Проведенный анализ показал, что в большин-

стве работ выбор делается между треугольной, тра-

пецеидальной и гауссовой функциями принадлеж-

ности. В отдельных работах используется только 

одна из функций, при совместном применении чаще 

всего эксперименты проводятся с треугольными и 

трапецеидальными функциями принадлежности [1, 

2, 12, 15, 18, 21, 24, 33]. Выбор вида функций при-

надлежности либо не обосновывается, либо приво-

дятся доводы о частоте использования и простоте 

вычисления выходного значения. Основное внима-

ние уделяется анализу получаемых значений выход-

ной функции, количеству входных и выходных тер-

мов и их интервалов, составлению базы решающих 

правил.  
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В ряде работ трапецеидальной функцией опи-

сываются граничные значения универсумов, а для 

описания значений в середине интервала применя-

ются треугольные функции принадлежности. Во-

просы вычислительной сложности получения реше-

ний рассматриваются в работах [7–9], при этом ка-

ких-либо рекомендаций по измерению не приводит-

ся, и только в [33] сравнение треугольных и трапе-

циевидных функций принадлежности осуществля-

ется по параметрам: погрешность выходных значе-

ний, количество операций, размер переменных и 

программы. 
В работах, где примененяются нечеткие систе-

мы треугольных и трапециевидных функций, пред-

ставлены результаты экспериментальных исследо-

ваний по эффективности использования этих функ-

ций в нечетких системах принятия решений. Тради-

ционно при оценке эффективности алгоритмов фор-

мирования и принятия решения используются два 

критерия, это точность решения и затраты времени 

на получение этого решения. С учетом специфики 

рассматриваемой задачи в качестве метрик оценки 

эффективности применения в нечетких системах 

треугольных и трапециевидных функций предлага-

ется использовать «время выполнения» алгоритма 

нечеткого вывода и «дисперсию выходной величи-

ны». Использование этих метрик является критиче-

ски важным при моделировании высоконагружен-

ных систем обработки данных, систем, требующих 

принятие решения в режиме реального времени. 

Такой класс систем в полной мере или частично дан 

в работах [2, 4, 5, 12, 14, 15, 21, 24–26]. 
Программная реализация тестовой системы 
Экспериментальные исследования проводились 

на примере трех тестовых задач различного уровня 

сложности архитектуры. В качестве представителя 

первого уровня архитектуры выбрана задача опреде-

ления официанту размера чаевых от уровня сервиса 

и качества еды.  
Второй уровень архитектуры представлен не-

четкой системой прогнозирования изменения энер-

гопотребления в зависимости от дневной массы 

произведенной продукции, времени работы обору-

дования на фабрике, количества рабочих часов опе-

раторов за один день.  
На третьем уровне рассматривается нечеткая 

система помощи водителю на дорогах: определение 

уровня риска вождения в зависимости от относи-

тельной влажности, уровня шума, температуры в 

салоне, погодных условий, дорожных условий, ско-

рости автомобиля, частоты дыхания, температуры 

тела, частоты сердечных сокращений.  
Тестовые задачи из каждой группы выбирались 

по следующим признакам: использование треуголь-

ной и трапециевидной функций принадлежности, 

содержались уже готовые описания универсумов, 

интервалов для лингвистических термов, базы пра-

вил формата «ЕСЛИ И ТО». Для корректного срав-

нения результатов по каждой из функций принад-

лежности крайне важно, чтобы площади фигур ис-

ходных тестовых данных были близки. Поэтому для 

вычисления оснований трапеции трапецеидальной 

функции использовали соотношение (c – b)/(d – a) = 

[6…7], где b и c – координаты верхнего основания 

трапеции, d и a – координаты нижнего основания 

трапеции. Избыточная площадь трапеции для раз-

личных тестовых задач относительно треугольной 

функции составляет от 10 до 20%. 
Время выполнения (обработки) нечеткого вы-

вода позволяет оценить вычислительную сложность 

алгоритма нечеткого вывода. Согласно стандарту 

ISO/IEC 25010, метрика измерения времени выпол-

нения программы является общепринятой междуна-

родной практикой [34].  
Практика использования этой метрики в каче-

стве основного показателя эффективности алгорит-

ма отражена и в работах [35, 36]. Авторы подчерки-

вают важность измерения времени выполнения про-

граммы и выбора подходящего метода измерения в 

зависимости от требуемого разрешения во времени 

и требуемой точности. Рассматриваются несколько 

методов измерения времени выполнения програм-

мы, начиная от простых встроенных в Unix-подоб-
ную систему методов, заканчивая применением спе-

циализированных устройств, таких как микро-

контроллеры-счетчики и логические анализаторы. 
Необходимость измерения и анализа метрики 

«дисперсия выходной величины» приводится в [37], 

где отмечается, что групповая дисперсия характери-

зует меру разброса значений группы относительно 

групповой средней, соответственно, чем выше груп-

повая дисперсия, тем больший разброс выходных 

значений относительно группового среднего. Срав-

нение двух групповых дисперсий позволяет устано-

вить, какая из функций принадлежности допускает 

больший разброс выходных значений относительно 

группового среднего. 
Программная реализация тестовой системы вы-

полнена на языке С++ с использованием библиотеки 

FuzzyLogic [38]. Библиотека написана на языке Java, 

однако встроенные опции позволяют генерировать 

исполняемый код на языке С++ на основе текстового 

описания системы, который, в свою очередь, выпол-

няется самостоятельно без каких-либо сторонних 

библиотек, что позволяет легко экспортировать ре-

зультаты вычисления значений выходных функций 

принадлежности в другие модули программной си-

стемы.  
Библиотека поддерживает тестирование как 

треугольных, так и трапециевидных чисел, начиная 

от фаззификации – преобразования исходных дан-

ных в нечеткий вид и заканчивая обратным процес-

сом – дефаззификацией, в рамках которой получен-

ная нечеткая переменная выходного множества пре-

образуется в численное значение. Используется не-

четкий вывод Мамдани [39], дефаззификация вы-

полняется по методу центра тяжести (CoG).  
Функциональная структура тестовой системы 

состоит из компонентов, представленных на рис. 1. 
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Рис. 1. Диаграмма компонентов тестовой системы 

 
Модуль инициализации входных значений отве-

чает за циклический перебор в заданном диапазоне 

входных переменных и присвоение им на текущем 

шаге цикла выбранных численных значений. Мо-

дуль описания нечетких переменных содержит ин-

формацию об универсумах, а также лингвистиче-

ских термах функций принадлежности и их коорди-

натах. Модуль формирования базы правил обеспе-

чивает формирование базы правил формата «ЕСЛИ 

И ТО» и интерфейс с модулем нечеткого вывода 

библиотеки FuzzyLogic, преобразованный в код на 

С++. Модуль нечеткого вывода библиотеки jFuzzyLogic 

обеспечивает реализацию всех операций алгоритма 

нечеткого вывода – фаззификацию входной пере-

менной, вычисление суммарной функции принад-

лежности и дефаиззификацию. Модуль мониторинга 

и вычисления времени выполнения операций ис-

пользуется для определения времени выполнения 

каждой из операций алгоритма нечеткого вывода: 

фаззификации, вычисления выходной функции при-

надлежности и дефаззификации. Для измерения време-

ни используются функции QuerryPerformanceFrequency 
и QueryPerformanceCounter, которые способны обес-

печивать измерение временных интервалов от 100 нс. 
Данные счетчики оперируют количеством отсчётов 

процессора и тактовой частотой.  
Модуль логирования обеспечивает запись и 

хранение информации для каждой итерации цикла   

о входных и выходных значениях функции принад-

лежности и время выполнения каждой операции 

нечеткого вывода. Логирование ведётся в виде тек-

стового файла. Модуль обработки данных обеспечи-

вает вычисление групповой дисперсии, оформление 

результатов в виде графиков, диаграмм и таблиц. 
Тестирование производится с использованием 

единой аппаратной конфигурации (AMD Ryzen 

5600H с тактовой частотой 3,3 ГГц, 16 ГБ ОЗУ 

DDR4 с частотой 3200 МГц, ПЗУ 512 ГБ SSD) в ре-

жиме одного потока для исключения влияния на 

итоговый результат всех возможных факторов, свя-

занных с аппаратной конфигурацией.   На вход те-

стовой системы подаётся одинаковый набор вход-

ных данных для обоих функций принадлежности, 

внутренняя реализация системы для обоих типов 

чисел полностью идентична, в том числе и набор 

базы правил. 
Тестовая задача «Определение размера  

чаевых» 
В общем случае задача определения размера 

чаевых официанту сводится к тому, что, имея вход-

ные параметры «Уровень сервиса» и «Качество 

еды», необходимо определить выходной параметр 

<Уровень чаевых> в диапазоне от 0 до 25% [1]. Уни-

версумы и термы входных переменных «Уровень 

сервиса», «Качество еды» и выходной – «Чаевые» – 

представлены в табл. 1. 
База нечетких правил ввода-вывода содержит 

16 правил, фрагмент базы представлен в табл. 2. 
Входные параметры «Уровень сервиса» и «Ка-

чество еды» принимали значения в диапазоне от 0 
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до 10. Исследования проводились с шагом измене-

ния входной переменной 1. Соответственно, на вход 

тестовой системы было подано суммарно 121 значе-

ние.  Анализ графика изменения значения выходной 

переменной «Уровень чаевых» треугольных и тра-

пециевидных чисел (рис. 2) показывает, что в целом 

выходные значения систем достаточно близки, одна-

ко треугольные числа имеют более выраженные 

максимумы и минимумы относительно аналогичных 

значений, трапециевидных функций, особенно это 

заметно для значений выходной переменной от 4,0 

до 7,5 и  от 17,5 до 21.  
 

Т а б л и ц а  1  
Характеристика термов и универсумов для переменных задачи «Определение размера чаевых» 

Переменная функции  
принадлежности 

Значение показателей 
Уровень показателей 

Универсум 
Низкий Средний Высокий Отличный 

Сервис (треугольная) [0,3] [0; 3; 7] [3; 7; 10] [7;10] [0; 10] 
Сервис (трапециевидная) [0; 0,5; 3]  [0; 2,5; 3,5; 7]  [3; 5,5; 6,5; 10] [7; 9,5; 10] 

Еда (треугольная) [0,3] [0; 3; 7] [3; 7; 10] [7; 10] [0; 10] 
Еда (трапециевидная) [0; 0,5; 3]  [0; 2,5; 3,5; 7]  [3; 5,5; 6,5; 10] [7; 9,5; 10] 
Чаевые (треугольная) [0; 13] [6; 12; 18] [13; 25] – [0; 25] 

Чаевые (трапециевидная) [0; 6; 13] [6; 11; 13; 18] [13; 18; 25] – 
 

Т а б л и ц а  2  
База нечетких правил ввода-вывода для задачи «Расчёт чаевых» 

Номер  
правила Сервис Еда Чаевые Номер  

правила Сервис Еда Чаевые 

1 Низкий Низкий Низкие 9 Высокий Высокий Высокий 
2 Средний Низкий Низкий 10 Отличный Средний Высокий 
3 Средний Низкий Средний 11 Средний Отличный Высокий 
4 Низкий Высокий Средний 12 Отличный Высокий Высокий 
5 ……. ……. ….. …16 Высокий Отличный Высокий 

 

 
Рис. 2. Графики выходных переменных  

с шагом изменения входной переменной 1 
 

Распределение времени выполнения программы 

по операциям нечеткого вывода представлены в 

табл. 3. На всех этапах нечеткого вывода время вы-

числения для треугольной функции меньше по срав-

нению с трапециевидной, разница составляет 70 мс 

(1,4%) в пользу треугольной функции, вместе с тем 

разница в дисперсии для выходных значений со-

ставляет 13% в пользу трапециевидной функции. 
Время вычисления значения выходной функции 

составляет 89% от итогового времени, на этапы фа-

зификации и дефазификации приходится соответ-

ственно 11%. 

Тестовая задача «Прогнозирование  
энергопотребления в производственной системе» 

В качестве второй тестовой задачи рассмотрена 

нечеткая система прогнозирования изменения энер-

гопотребления в производственной системе в зави-

симости от трех входных параметров: M – дневная 

общая масса произведенной продукции, диапазон 

изменения от 0 до 70; Т – общее время работы обо-

рудования на фабрике, диапазон изменения от 0 до 

110; L – общее количество рабочих часов операторов 

на фабрике за один день, диапазон изменения от 0 до 

110 [14].  
Каждое из входных нечетких множеств содер-

жит по пять переменных на своих универсумах, база 

данных содержит по три переменных в условии 

«ЕСЛИ …, ТО». Универсумы и термы для входных 

переменных M и Т представлены в табл. 4, для вход-

ной переменной L – в табл. 5. 
Выходная переменная «Изменение потребления 

электроэнергии» (EC) принимает значения от –100% 

до 100%, значения выходной переменной представ-

лены в табл. 6. 
База нечетких правил для вычисления значения 

выходной переменной содержит 125 правил, фраг-

мент базы представлен в табл. 7.  

Т а б л и ц а  3  
Распределение времени выполнения программы по операциям нечеткого вывода 

Функция при-

надлежности 
Время вычисления, мс Дисперсия 

выходной 

функции 
Фаззи-

фикация 
Вычисление значений 

выходной функции  
Дефаззи-
фикация 

Треугольная 125 4 285 347 25,04 
Трапециевидная 128 4 332 367 21,83 
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Т а б л и ц а  4  

Характеристика термов и универсумов для переменных M и T  
задачи «Прогнозирование энергопотребления в производственной системе» 

Параметр/функция 
принадлежности 

Значение термов и универсумов для переменных M и T 
Короткий (S) Скорее короткий (RS) Нормальный (N) Скорее длинный (RL) Длинный (L) Универсум 

M (треуг.)** [0, 20] [10, 20, 30] [20, 30, 40] [30, 40, 50] [40, 60] [0, ...,60] M (трапец.)** [0, 2, 20] [10, 18, 22, 30] [20, 28, 32, 40] [30, 38, 42, 50] [40, 52, 60] 
T (треуг.)* [0, 36] [18, 36, 54] [36, 54, 72] [54, 72, 90] [72, 100] [0, ...,100] M (трапец.)** [0, 2, 36] [18, 34, 38, 54] [36, 52 ,56, 72] [54 ,70, 74, 90] [72, 92, 100] 

* Примечание. Функции принадлежности: треугольная – треуг.; трапециевидная – трапец.  
 

Т а б л и ц а  5  
Характеристика термов и универсумов для переменной L  

задачи «Прогнозирование энергопотребления в производственной системе» 

Параметр/ функция 
принадлежности 

Значение термов и универсумов для переменных L 
Короткий (S) Скорее короткий 

(RS) 
Нормальный (N) Скорее длинный 

(RL) 
Длинный (L) Универсум 

L (треуг.)** [0, 32] [16, 32, 48] [32, 48, 64] [48, 64, 80] [64,  90] [0, ..., 90] 
 [0, ..., 90] L (трапец.)** [0, 2, 32] [16, 30, 34, 48] [32, 46, 50, 64] [48, 62, 66, 80] [64, 82, 90] 

* Примечание. Функции принадлежности: треугольная – треуг.; трапециевидная – трапец. 
 

Т а б л и ц а  6  
Характеристика выходной переменной EC  

для задачи «Прогнозирование энергопотребления в производственной системе» 
Параметр/ 

функция 
принадлежно-

сти 

Значения выходной переменной EC 
Уменьшение параметра Не изме-

нился (NC) 
Увеличение параметра Универ-

сум Существенное 
(SUD) 

Значительное 
(SID) 

Незначитель-

ное (SLD) 
Незначи-

тельное (SLI) 
Значитель-

ное (SIL) 
Существен-

ное (SUL) 
EC (треуг.)** [–100, –75, –50] [–75, –50, –25] [–50, –25, 0] [–25, 0, 25] [0, 25, 50] [25, 50, 75] [50, 75, 100] [–100, 

..., 100] EC  
(трапец.)** 

[–100, –78, –73,  
–50] 

[–75, –52, 
–48, –25] 

[–50,  
–27, –23, 0] 

[–25, –2, 2, 
25] 

[0, 23, 27, 50] [25, 48, 52, 
75] 

[50, 73, 78, 
100] 

* Примечание. Функции принадлежности: треугольная – треуг.; трапециевидная – трапец. 
 

Т а б л и ц а  7  
База нечетких правил для вычисления выходной переменной EC 

№ M L T EC № M L T EC  № M L  T EC 
1 S F S SUD 49 RS M RL SLI  97 RL M  RS SIL 
2 S F RS SUD 50 RS M L SLI  98 RL M  N SIL 
3 S F N SID 51 N F S SLD  99 RL M  RL SUL 
4 S F RL SLD 52 N F RS SLD  100 RL M  L SUL 
5 S F L SLD 53 N F N NC  101 L F  S SLI 
6 S RF S SUD 54 N F RL NC  102… L F  RS SLI 
7 … … … … 55 … … … …  125 L F  N SIL 

 

Суммарно на вход тестовой системы было по-

дано 560 000 значений (перебор всех входных пере-

менных с шагом 1). Значения выходной переменной 

«Изменение потребления электроэнергии» для тре-

угольных и трапециевидных чисел (рис. 3), как и 

предыдущей тестовой задачи также близки, однако 

треугольные числа имеют более ярко выраженные 

максимумы и минимумы.  

 
Рис. 3. Графики выходных переменных 

Распределение времени выполнения программы 

по операциям нечеткого вывода представлены в 

табл. 8. Время вычисления на всех операциях нечет-

кого вывода для трапециевидной функции меньше 

по сравнению с треугольной, разница составила  
262 мкс (1%) в пользу трапециевидной функции. 

Разница в дисперсии для выходных значений со-

ставляет 9% в пользу трапециевидной функции. Вы-

числение значения выходной функции составляет 

92% от итогового времени, на этапы фаззификации 

и дефаззификации приходится соответственно 8%. 
 
 

Т а б л и ц а  8   
Распределение времени выполнения программы по 

операциям нечеткого вывода 
Функция  

принадлеж-
ности 

Время вычисления, с Дисперсия 

выходной 

функции 
Фаззи-

фикация 
Вычисление зна-
чений выходной 

функции   

Дефаз-
зифи-
кация 

Треуг. 0,601 23,21 1,26 19,88 
Трапец. 0,598 22,98 1,23 19,80 
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Тестовая задача «Система автономной  

помощи водителю» 
За основу третьей тестовой задачи была взята 

работа [22], в которой рассматривается нечеткая си-

стема помощи водителю на дорогах в зависимости 

девяти входных параметров: относительная влаж-

ность (RH), уровень шума (NL), температура в са-

лоне (ET), погодные условия (WC), дорожные усло-

вия (RC), скорость автомобиля (VS), частота дыха-

ния (RR), отклонения температуры тела (BTV), ча-

стота сердечных сокращений (HR), распределенных 

по трём промежуточным контроллерам FLC1, FLC2, 

FLC3. Выходные значения функций принадлежно-

сти каждого из промежуточных контроллеров VIE, 

WRS, DVS подаются на вход финального контролле-

ра FLC4, выходом которого является нечеткая функ-

ция DRM – уровень риска вождения. Ключевой осо-

бенностью данной нечеткой системы является вло-

женность нечетких множеств: три нечетких множе-

ства первого уровня, которые характеризуются раз-

личными источниками данных, формируют три вы-

ходных переменных, для которых применяются пре-

образование и дефаззификация на втором уровне. 

База данных в указанном примере содержит по три 

переменных в условии «ЕСЛИ …, ТО» для каждого 

из сложенных множеств.  
Для определения функций принадлежности на 

входных универсумах в табл. 9 определены следую-

щие лингвистические термы для каждого из мно-

жеств: низкий, средний и высокий.  
 

Т а б л и ц а  9

Характеристика входных термов и их универсумов для задачи «Система автономной помощи водителю» 
Параметр/функция 
принадлежности 

Значения входных термов 
Универсум 

Низкий Средний Высокий 
Относительная влажность (треуг.)** [0; 15; 30]  (L) [20; 45; 70]  (M) [50; 100]  (H) [0; ...; 100] 
Относительная влажность (трапец.)* [0; 2; 30]  (L) [20; 43; 47; 70]  (M) [50; 98;100]  (H) 

Уровень шума (треуг.)* [0; 30; 70]  (Q) [45; 65; 85]  (N) [70; 90; 100]  (VN) [0; ...; 100] 
Уровень шума (трапец.)** [0; 2; 70]  (Q) [45; 63; 67; 85]  (N) [70; 98; 100]  (VN) 

Температура в салоне  (треуг.)* [0; 19]  (Lo) [13; 21; 29]  (Me) [22; 45]  (Hi) [0; ...; 45] 
Температура в салоне (трапец.)* [0; 2; 19]  (Lo) [13; 19; 23; 29]  (Me) [22; 43; 45]  (Hi) 

Погодные условия (треуг.)* [0; 0,45]  (VB) [0,1; 0,5; 0,9]  (B) [0,55; 1]  (G)  [0; ...; 1] 
Погодные условия (трапец.)* [0; 0,02; 0,45]  (VB)  [0,1; 0,48; 0,52; 0,9]  (B)  [0,55; 0,98; 1]  (G)   
Дорожные условия (треуг.)* [0; 0,45]  (VBa) [0,1; 0,5; 0,9]  (Ba) [0,55;1]  (Go) [0; ...; 1] 

Дорожные условия (трапец.)* [0; 0,02; 0,45] (VBa) [0,1; 0,48; 0,52; 0;9]  (Ba) [0,55; 1]  (Go)  
Скорость автомобиля (треуг.)* [0; 40]  (Sl) [20; 50; 80]  (Mo) [60; 130]  (Fa) [0; ...; 120] 

Скорость автомобиля (трапец.)* [0; 0; 20; 40]  (Sl) [20; 48; 52; 80]  (Mo) [60; 118; 120]  (Fa) 
Частота дыхания (треуг.)* [0; 12]  (Sl) [8; 15; 22]  (Nm) [18;  40]  (Fs) [0; ...; 40] 

Частота дыхания (трапец.)* [0; 1; 12]  (Sl) [8; 14; 16; 22]  (Nm) [18; 39; 40]  (Fs) 
Отклонения температуры тела (треуг.)* [0; 1,2]  (Sm) [0,5 ;1,5; 2,2]  (H) [1,7; 3]  (VH) [0; ...; 3] 

Отклонения температуры тела (трапец.)* [0; 0,1; 1,2]  (Sm) [0,5; 1,1; 1,3; 2,2]  (H) [1,7; 2,9; 3]  (VH) 
Частота сердечных сокращений (треуг.)* [30; 65]  (S) [35; 75; 110]  (No) [85; 150]  (Fa) [30; ...; 150] 
Частота сердечных сокращений (трапец.)* [30; 32; 60]  (S) [55; 73; 77; 110]  (No) [85; 148; 150]  (Fa) 

* Примечание. Функции принадлежности: треугольная – треуг.; трапециевидная – трапец. 
 

Выходным для всей системы является универ-

сум «Уровень риска вождения» (DRM), на котором 

определены интервалы функций принадлежности и 

лингвистических термов (табл. 10). 
Базы нечетких правил для каждого из промежу-

точных контроллеров (FLC1, FLC2, FLC3) и фи-

нального (FLC4) представлены соответственно в 

табл. 11–14.  
Общее число вариантов входных значений при 

использовании прямого перебора значений состав-

ляет 9,721016  единиц, что при работе в однопоточ-

ном режиме не позволяет завершить эксперимент в 

приемлемое время. Для уменьшения размерности 

задачи сделаны следующие допущения: количество 

входных значений для каждого множества (FLC1–

FLC3) было уменьшено от 4 до 10 раз, что повлекло 

общее снижение количества входных данных до 

5,6107. 
Результаты тестирования FLC4 по выходным 

значениям и времени работы тестовой системы 
представлены на рис. 4 и 5. Анализ гистограммы 4 
показывает, что выходные величины треугольной и 

трапециевидной функций принадлежности доста-
точно близки. Однако трапециевидная функция 
принадлежности обладает лучшим в сравнении с 
треугольной свойством аппроксимации, поэтому 
результаты лежат ближе к центральным значениям.  

 
 

Т а б л и ц а  1 0   
Характеристика выходных термов DRM и универсума 
Значения выходных 

термов DRM  
и универсума 

Параметр/функция принадлежности 
Уровень риска вождения  

(треуг.)* (трапец.)* 
Безопасный (SF) [0; 0,10] [0; 0,1; 0,10] 

Незначительный (VL) [0; 0,12; 0,25] [0; 0,11; 0,13; 0,25] 
Низкий (Lw) [0,12; 0,25; 0,37] [0,12; 0,24; 0,26; 0,37] 

Управляемый (Md) [0,25; 0,37; 0,5] [0,25; 0,36; 0,38; 0,5] 
Значительный (Co) [0,4; 0,5; 0,6] [0,4; 0,49; 0,51; 0,6] 

Высокий (Hg) [0,5; 0,63; 0,75] [0,5; 0,62; 0,64; 0,75] 
Очень высокий (VH) [0,60; 0,75; 0,90] [0,62; 0,74; 0,76; 0,88] 

Серьезный (Sv) [0,75; 0,87;1] [0,72; 0,86; 0,88; 1] 
Опасный (D) [0,9; 1] [0,9; 0,99; 1] 
Универсум [0, …, 1] 
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Т а б л и ц а  1 1  

База нечетких правил для множества FLC1 
№ RH NL ET VIE № RH NL ET VIE № RH NL ET VIE 
1 L Q Lo UC 10 M Q Lo Mod 19 H Q Lo UC 
2 L Q Me Mod 11 M Q Me C 20 H Q Me Mod 
3 L Q Hi UC 12 M Q Hi Mod 21 H Q Hi UC 
4 L N Lo VUC 13 M N Lo UC 22 H N Lo VUC 
5 L N Me UC 14 M N Me Mod 23 H N Me UC 
6 L N Hi VUC 15 M N Hi UC 24 H N Hi VUC 
7 L VN Lo EUC 16 M VN Lo VUC 25 H VN Lo EUC 
8 L VN Me VUC 17 M VN Me UC 26 H VN Me VUC 
9 L VN Hi EUC 18 M VN Hi VUC 27 H VN Hi EUC 

 
Т а б л и ц а  1 2   

База нечетких правил для множества FLC2 
№ WC RC VS WRS № WC RC VS WRS № WC RC VS WRS 
1 VB VBa Sl CD 10 B VBa Sl MD 19 G VBa Sl N/MD 
2 VB VBa Mo VHD 11 B VBa Mo HD 20 G VBa Mo MD 
3 VB VBa Fa VHD 12 B VBa Fa VHD 21 G VBa Fa HD 
4 VB Ba Sl CD 13 B Ba Sl MD 22 G Ba Sl N/MD 
5 VB Ba Mo CD 14 B Ba Mo CD 23 G Ba Mo MD 
6 VB Ba Fa VHD 15 B Ba Fa HD 24 G Ba Fa CD 
7 VB Go Sl MD 16 B Go Sl N/MD 25 G Go Sl N/MD 
8 VB Go Mo CD 17 B Go Mo MD 26 G Go Mo N/MD 
9 VB Go Fa HD 18 B Go Fa CD 27 G Go Fa MD 

 
Т а б л и ц а  1 3  

База нечетких правил для множества FLC3 
№ RR BTV HR DVS № RR BTV HR DVS № RR BTV HR DVS 
1 SL Sm S B 10 Nm Sm S F 9 Fs Sm S B 
2 SL Sm No F 1 Nm Sm No G 20 Fs Sm No F 
3 SL Sm Fa B 12 Nm Sm Fa F 21 Fs Sm Fa B 
4 SL H S VB 13 Nm H S VB 22 Fs H S VB 
5 SL H No B 14 Nm H No F 23 Fs H No B 
6 SL H Fa VB 15 Nm H Fa VB 24 Fs H Fa VB 
7 SL VH S EB 16 Nm VH S EB 25 Fs VH S EB 
8 SL VH No VB 17 Nm VH No VB 26 Fs VH No VB 
9 SL VH Fa EB 18 Nm VH Fa EB 27 Fs VH Fa EB 

 
Т а б л и ц а  1 4  

База нечетких правил для множества FLC4 
№ VIE WRS DVS DRM № VIE WRS DVS DRM № VIE WRS DVS DRM 
1 EUC N/MD EB Sv 43 VUC HD B Sv 85 Mod MD G VL 
2 EUC N/MD VB VH 44 VUC HD F VH 86 Mod CD EB Hg 
3 EUC N/MD B Hg 45 VUC HD G Hg 87 Mod CD VB Hg 
4 EUC N/MD F Co 46 VUC VHD EB D 88 Mod CD B Co 
5 EUC N/MD G Md 47 VUC VHD VB D 89 Mod CD F Md 
6 EUC MD EB D 48 VUC VHD B D 90 Mod CD G Lw 
7 EUC MD VB Sv 49 VUC VHD F Sv 91 Mod HD EB VH 
8 EUC MD B VH 50 VUC VHD G VH 92 Mod HD VB VH 
9 EUC MD F Hg 51 UC N/MD EB Hg 93 Mod HD B Hg 

10 EUC MD G Co 52 UC N/MD VB Co 94 Mod HD F Co 
11 EUC CD FB D 53 UC N/MD B Md 95 Mod HD G Md 
12 EUC CD VB D 54 UC N/MD F Lw 96 Mod VHD EB Sv 
13 EUC CD B Sv 55 UC N/MD G VL 97 Mod VHD VB Sv 
14 EUC CD F VH 56 UC MD EB VH 98 Mod VHD B VH 
15 EUC CD G Hg 57 UC MD VB Hg 99 Mod VHD F Hg 
16 EUC HD EB D 58 UC MD B Co 100 Mod VHD G Co 
17 EUC HD VB D 59 UC MD F Md 101 C N/MD EB Md 
18 EUC HD B Sv 60 UC MD G Lw 102 C N/MD VB Lw 
19 EUC HD F Sv 61 UC CD EB Sv 103 C N/MD B VL 
20 EC HD G VH 62 UC CD VB VH 104 C N/D F Sf 
21 EUC VHD EB D 63 UC CD B Hg 105 C N/MD G Sf 
22 EUC VHD VB D 64 UC CD F Co 106 C MD EB Co 
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О к о н ч а н и е  т а б л .  1 4  

№ VIE WRS DVS DRM № VIE WRS DVS DRM № VIE WRS DVS DRM 
23 EUC VHD B D 65 UC CD G Md 107 C MD VB Md 
24 EUC VHD F D 66 UC HD EB D 108 C MD B Lw 
25 EUC VHD G Sv 67 UC HD VB Sv 109 C MD F VL 
26 VUC N/MD EB VH 68 UC HD B VH 110 C MD G VL 
27 VUC N/MD VB Hg 69 UC HD F Hg 111 C CD EB Hg 
28 VUC N/MD B Co 70 UC HD G Co 112 C CD VB Co 
29 VUC N/MD F Md 71 UC VHD EB D 113 C CD B Md 
30 VUC N/MD G Lw 72 UC VHD VB D 114 C CD F Lw 
31 VUC MD EB Sv 73 UC VHD B Sv 115 C CD G Lw 
32 VUC MD VB VH 74 UC VHD F VH 116 C HD EB VH 
33 VUC MD B Hg 75 UC VHD G Hg 117 C HD VB Hg 
34 VUC MD F Co 76 Mod N/MD EB Md 118 C HD B Co 
35 VUC MD G Md 77 Mod N/MD VB Md 119 C HD F Md 
36 VUC CD EB D 78 Mod N/MD B Lw 120 C HD G Md 
37 VUC CD VB Sv 79 Mod N/MD F VL 121 C VHD EB Sv 
38 VUC CD B VH 80 Mod N/MD G Sf 122 C VHD VB VH 
39 VUC CD F Hg 81 Mod MD EB Co 123 C VHD B Hg 
40 VUC CD G Co 82 Mod MD VB Co 124 C VHD F Co 
41 VUC HD EB D 83 Mod MD B Md 125 C VHD G Co 
42 VUC HD VB D 84 Mod MD F Lw      

 
 

Треугольная функция принадлежности имеет 
«пики» в интервале [60–100], выходные значения 
распределены по всей гистограмме. Эта закономер-
ность свойственна и для выходных значений проме-
жуточных контроллеров. 
 

 
Рис. 4. Распределение значений выходной 

 переменной  от 0 до 100 
 

График изменения времени вычисления выход-

ных переменных (см. рис. 5) показывает, что для 

обоих типов функций принадлежности время вы-

полнения увеличивается линейно от количества 

входных значений.   
Распределение времени выполнения программы 

по операциям нечеткого вывода представлено в  
табл. 15. 

Анализ таблицы показывает, что на операциях 

фаззификации и дефаззификации время вычисления 

практически одинаково, однако вычисление выход-

ной функции для трапециевидной функции меньше 

по сравнению с треугольной. Соответственно, и ито-

говое время вычисления при использовании трапе-

циевидной функции составляет 4024 с, для тре-

угольной – 4269 с, разница составила 245 с (5,8%) в 

пользу трапециевидной функции. Время вычисления 

выходной функции принадлежности составляет 94% 

от итогового времени, на этапы фаззификации и де-

фазификации приходится соответственно 6%. Раз-

ница в дисперсии для выходных значений составля-

ет 2% в пользу трапециевидной функции. 
 

 
Рис. 5. Зависимость времени вычисления  

от количества входных данных 
 

Т а б л и ц а  1 5  
Распределение времени по операциям нечеткого вывода 

 
Функция 

принадлеж-

ности 

Время вычисления, с Диспер-

сия вы-

ходной 

функции 

Фаззи-

фика-

ция 

Вычисление зна-

чений выходной 

функции     

Дефаз-
зифика-

ция 
Треуг. 58 4 037 174 302 

Трапец. 58 3 793 173 295,95, 
 
Выигрыш во времени для трапециевидной 

функции принадлежности можно объяснить тем, что  

выходные функции принадлежности трапециевид-

ной формы промежуточных контроллеров обладают 

лучшим   свойством аппроксимации, выходные зна-

чения  с большей вероятностью находятся на интер-

валах, которые определяются одним из лингвисти-
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ческих термов однозначно, соответственно, для вы-

числения выходного значения финального контрол-

лера задействуется меньшее количество правил 

«ЕСЛИ – ТО» и, как следствие, затрачиваемое время 

на вычисления выходных значений финального кон-

троллера сокращается.  
Заключение 
1. В каждой из тестовых задач значения выход-

ных величин треугольной и трапециевидной функ-

ций принадлежности достаточно близки, время вы-

числения выходных значений для обоих типов 

функций принадлежности имеет линейную зависи-

мость   от количества входных значений. 
2. Время вычисления на этапах фаззификации и 

дефаззификации для обоих функций принадлежно-

сти во всех задачах практически одинаково, что кос-

венно подтверждает корректность работы функций 

для измерения времени вычисления. 
3. При увеличении сложности нечеткой систе-

мы и как следствие увеличении базы правил нечет-

кого вывода преимущество по абсолютному времени 

вычисления переходит от треугольной функции 

принадлежности к трапециевидной. При тестирова-

ния нечеткой системы с несколькими вложенными 

нечеткими контроллерами разница составила 5,8%. 
4. Во всех тестовых задачах основное влияние 

на итоговое время работы алгоритма нечеткого вы-

вода оказывает время вычисления выходной функ-

ции принадлежности, на которое приходится  
89–94%, на этапы фаззификации и дефаззификации 

приходится соответственно 11–6%. Разница в дис-

персии выходных функций во всех задачах состав-

ляет 9–13%  в пользу трапециевидной функции. 
5. Авторы не претендуют на полноту исследо-

ваний по рассмотренной проблематике и планируют 

продолжить эксперименты на других практических 

задачах, меняя количество входных данных, термов 

и интервалов их описания, используя другие алго-

ритмы нечеткого вывода.  
Работа выполнена в рамках государственного 

задания Минобрнауки России; проект FEWM-2023-
0013. 
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Ekhlakov Y.P., Saprunov S.O., Poguda A.A., Cherkashin N.S. 
Comparison of fuzzy logic systems based on triangular and 

trapezoidal membership functions 
 
The article is devoted to assessing the efficiency of using tri-
angular and trapezoidal membership functions in fuzzy sys-
tems. Two metrics are proposed: execution time of the fuzzy 
inference algorithm, dispersion of the output value. The results 
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of experiments on testing three fuzzy systems of different 
architecture complexity are presented: determining the size of 
a tip for a waiter; forecasting changes in energy consumption 
in the production system; driver assistance on the roads. 
Keywords: fuzzy logic, membership functions, fuzzy infer-
ence time. 
DOI: 10.21293/1818-0442-2024-27-1-49-62 
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Линии передачи (ЛП) широко используются на 

печатных платах радиоэлектронных средств, модели 

которых могут быть представлены в виде двух и 

более бесконечно тонких проводящих пластин и 

диэлектрика между ними. На основе данных моде-

лей могут быть разработаны различные устройства, 

в том числе направленные ответвители, модальные 

фильтры, линии задержки и пр. [1]. Моделирование 

ЛП на этапе их проектирования осуществляется с 

использованием различных численных методов 

электродинамики [2]. Их использование решает ряд 

важных задач, в том числе в области электромагнит-

ной совместимости [3, 4], а развитие позволяет по-

высить быстродействие [5] и точность [6] моделиро-

вания. Известен метод импедансного аналога элек-

тромагнитного пространства [7, 8], предназначен-

ный для решения сложных двух- и трехмерных за-

дач электродинамики, во временной и частотной 

областях [9]. Помимо классических подходов [10], в 

настоящее время часто применяются методы конеч-

ных элементов [11], конечных разностей [12] и мо-

ментов [13, 14]. Схожим с методом моментов, но 

появившимся позже, является метод эквивалентной 

схемы из частичных элементов PEEC (от англ. partial 

element equivalent circuit) [15]. Этот метод широко 

используется при моделировании целостности сиг-

нала [16] и питания [17], вычислении электрических 

параметров межсоединений [18, 19], оценке кондук-

тивных помех [20, 21] и моделировании различных 

устройств в целом [22].  
В настоящее время актуальна разработка отече-

ственных систем автоматизированного проектиро-

вания различных СВЧ-устройств, антенн и инте-

гральных схем. Множество подобных задач может 

быть решено, используя метод PEEC, что подтвер-

ждает необходимость в его реализации. В квазиста-

тическом приближении использование метода сво-

дит задачу к схемотехническому моделированию 

эквивалентной схемы, состоящей из распределенных 

параметров, прежде всего емкости (C) и индуктив-

ности (L), которые могут быть представлены в виде 

матриц C и L для сложных геометрических струк-

тур. Эти матрицы для квазистатического и схемо-

технического анализа различны, однако они взаимо-

связаны и один тип матриц может быть получен из 

другого. В данной работе вычисляются матрицы 

коэффициентов электростатической и электромаг-

нитной индукции на основе нульмерных компонен-

тов с сосредоточенными параметрами.  
Цель работы – разработать алгоритм для вы-

числения ёмкостных и индуктивных матриц беско-

нечно тонких пластин методом PEEC. 
Особенности метода PEEC 
На высоких частотах поверхность проводника 

не является эквипотенциальной, поэтому в методе 

PEEC проводник делят на ячейки так, чтобы заряд в 

каждой из них мог принимать разное значение  
(рис. 1). При этом плотность заряда на проводнике 

неравномерна и имеет наименьшее значение в цен-

тре. Разделение проводника на элементарные ячейки 

(рис. 2) и определение его ёмкости за счет нахожде-

ния общего заряда на поверхности (рис. 3, а) про-

водника характерны для метода PEEC.  
 

 
Рис. 1. Пример дискретизации двумерного проводника  

для нахождения его ёмкости (n = 24) 
 

 
Рис. 2. Эквивалентная схема элементарной ячейки  

бесконечно тонкой пластины 
 

На рис. 2 изображена эквивалентная схема эле-

ментарной ячейки с номером n, состоящая из индук-

тивности Ln, сопротивления Rn, ёмкости Cn. Сопро-
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тивление определяется по постоянному току и по-

этому не представляет сложности. 
Электрические ёмкости Cij бесконечно тонкой 

пластины, состоящей из двух проводников (рис. 3, а) 

в воздухе, вычисляются относительно бесконечной 

плоскости земли (φ = 0 В) при разных потенциалах 

(φi и φj) на проводниках i и j. 
 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Схемы ёмкостной (а)  
и индуктивной (б) связей связанной ЛП 

 
Эквивалентная схема связанной ЛП (см. рис. 3) 

включает собственные и взаимные ёмкости, которые 

определяются из зарядов  Qij   на обоих проводниках, как 

 , 1, 2.
( )

ij
ij

i j

Q
С j 

 
 (1) 

Заряд проводника 1 вычисляется как  
 1 11 12 11 12 1 12 2( ) ,Q Q Q C C C        (2) 
а проводника 2  
 2 21 22 21 1 22 21 2( ) .Q Q Q C C C        (3) 

Короткозамкнутая емкость Cs (от англ. short 

circuit capacitance) [15] является основой для вычис-

ления Cij в методе PEEC. Так, Csij вычисляется ре-

шением системы уравнений 

 1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

s s

s s

,
.

Q C C
Q C C

   

   
 (4) 

При φ1 = 0 и φ2 = 1 В для проводника 1 получим 
1 12Q С . Если модель состоит из m проводников, то 

ёмкость вычисляется для рассматриваемого провод-

ника, а все остальные (m–1) проводники закорачи-

ваются. 
Из ёмкостной матрицы для квазистатического 

анализа может быть получена матрица для схемо-

технического анализа. Так, диагональные элементы 

матрицы С вычисляются суммированием всех эле-

ментов матрицы Cs построчно, а внедиагональные – 
как Cij = – Csij. 

Для расчета Cs в методе PEEC используется 

теория частичных коэффициентов потенциала Pp (от 

англ. partial coefficients of potential) [15], выражаемая 

как  

 
  1

s p
1

s p

,

.

Q Q



  



C P

C P
 (5) 

Матрица Pp симметрична, и все её значения по-

ложительные, а размер матрицы определяется чис-

лом проводников m, что позволяет оценить  полный 

заряд Qm на каждом проводнике m с потенциалом 

φm. Поверхностная плотность заряда (q) ограничива-

ется прямоугольными ячейками, на которые разде-

лён проводник (см. рис. 1). Однородная плотность 

заряда q(r) на ячейке, положение которой указано 

вектором r, вычисляется как   

 ( ) ,Qq
S

r  (6) 

где S – площадь ячейки. 
Используя уравнение Максвелла–Гельмгольца 

для скалярного потенциала [13] и применяя его к (6), 

получают 

  
0

1( ) , ( ) ,
ε S

g q dS


   r r r r  (7) 

где S′ – поверхность, на которой расположен заряд, 
ε0 = 8,85 пФ/м – электрическая постоянная, g – 
функция Грина свободного пространства [15].  

  
1 1, ,
4

g  
 

r r
r r

 (8) 

где r и r′ – радиусы-векторы точек наблюдения и 

источника соответственно. 
Выражение (8) определяет потенциал, создава-

емый точечным источником в свободном простран-

стве. В данном случае необходимо найти заряды на 

ячейках (1 … n). Применяя (8) к (7), получают 

  
1

1( ) , ( ) .
ε

i

n
i

i S
g q dS



    r r r r  (9) 

Предполагая равномерную плотность заряда на 

каждой ячейке, (9) записывается как 

  
1

1( ) , ,
ε

i

n
i

ii S

Q g dS
S

    r r r  (10) 

где Qi = Siqi. 
Интегралы в (10) можно вычислить, если  

известны положение ячейки и точка наблюдения  
(k), как 

  p
1 , .
ε

n
kn k

n S
P g dS

S
   r r  (11) 

Для получения симметричной ёмкостной мат-

рицы вводится усреднение [15] 

 

 p
1 ,

ε

1 1 .
4 ε

n k

k nn k
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k n S S
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k n S S
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S S

dS dS
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
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 

 

r r
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 (12) 

Частичная индуктивность Lpkn, по аналогии с 

(12), определяется как [15] 

 0 ,p
μ 1 1
4

k n
kn k n

k n n kv v
L dv dv

a a


   r r
 (13) 

где μ0 = 4π×10–7 – магнитная постоянная.  

Сii Сjj 

Сij 
i j 

Lii Ljj Lij 
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j 



В.С. Чебанов, М.Е. Комнатнов, С.П. Куксенко. Алгоритм вычисления ёмкостных и индуктивных матриц   

Доклады ТУСУР, 2024, том 27, № 1 

65 
Рассмотрены две геометрические модели, со-

стоящие из одной (рис. 4, а) и двух (см. рис. 4, б) 

бесконечно тонких пластин, удаленных от плоскости 

земли на расстояние z1. 
 

  
а                                                   б 

Рис. 4. Геометрические модели для одной (а) и двух (б)  
бесконечно тонких пластин над плоскостью земли 

 
Для одной бесконечно тонкой пластины (см.  

рис. 4, а)  Ppkn  определяется как [15] 
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(14) 
а Lpkn – как [15] 
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   (15) 
где  

 1 1
1 1

, e s
e s

lu l x x
y y
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

.  

Для модели с двумя бесконечно тонкими пла-

стинами (см. рис. 4, б) Pp12 вычисляется, как в [23]. 
В выражениях (16), (17) добавлено малое зна-

чение (
37ˆ 10e  ) для исключения нулевого значения 

в натуральном логарифме.  
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а  Lp12 – как  [23] 
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Алгоритм вычисления ёмкостных  
и индуктивных матриц 

Разработан алгоритм для вычисления ёмкост-

ных и индуктивных матриц ЛП методом PEEC в 

MATLAB (рис. 5).  
 

 
Рис. 5. Блок-схема алгоритма вычисления ёмкостной  

и индуктивной матриц 
 

Блок-схема разработанного алгоритма включает: 
1. Ввод координат начала и конца проводника 

по осям x, y и z, а также числа проводников (m), ко-

торое определяет порядок матрицы Pp. 
2. Вычисление длин и ширин ячеек. 
3. Вычисление координат центров каждой ячей-

ки, а также расстояния между центрами. 
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Вычисление матрицы Lp  

Расчет вспомогательных переменных 
a, b, Z  

Вычисление матрицы Cs 
 

Вывод матриц Cs и Lp 
 

y 
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4. Вычисление значений вспомогательных па-

раметров по (18).  
5. Вычисление матрицы Pp и Lp по (14)–(17) в 

зависимости от геометрической модели. 
6. Вычисление матрицы Cs по (5). 
7. Вывод значений Сs, Lp.  
Верификации алгоритма 
Верификация разработанного алгоритма прово-

дилась с программами ANSYS Q3D Extractor [24] 

(далее – ANSYS) и TALGAT (модуль MOM3D) [25] 

(далее – TALGAT). В работе использовалась студен-

ческая версия ANSYS. Важно отметить, что все гео-

метрические модели бесконечно удалены от земли. 
Сначала при вычислениях во всех программных 

средствах, включая основанное на разработанном 

алгоритме, использовалась минимально возможная 

расчетная сетка. Так, в реализованном алгоритме и 

программе TALGAT, число сегментов принято рав-

ным 1. В ANSYS это число принято минимально 

возможным – 5. 
Для верификации разработанного алгоритма 

использовалась геометрическая модель (рис. 6), со-

стоящая из двух прямоугольных пластин, располо-

женных друг над другом на расстоянии 50 мм и бес-

конечно удаленных от поверхности земли. Индук-

тивности вычислялись при протекании тока вдоль 

осей х и у. Геометрические параметры модели:  
a = 300 мм, b = 500 мм, d = 200 мм, c = 400 мм. 

 
Рис. 6. Геометрическая модель структуры из двух  

бесконечно тонких прямоугольных пластин 
 

Вычисленные для модели из рис. 6 значения 

матрицы коэффициентов Pp с помощью разработан-

ного алгоритма совпали до 4-го знака со значениями  
из [26]. 

Выполнено сравнение ёмкостных матриц, полу-

ченных разработанным алгоритмом и в программах 

ANSYS и TALGAT, результаты приведены в табл. 1. 

Используемые программы для верификации при 

моделировании используют метод конечных элемен-

тов (ANSYS) и метод моментов (TALGAT, ANSYS).  
Различия значений (см. табл. 1), полученных по 

разработанному алгоритму и в программе ANSYS, 

не превышают 8%, а TALGAT – 14%. Различия зна-

чений между TALGAT и ANSYS не превышают 22%. 
Вычислены значения матрицы L (табл. 2), при 

направлении протекания токов вдоль осей х и y. Ре-

зультаты вычислений сравнивались с результатами 

из [26] и полученными в программе ANSYS. 
 

Т а б л и ц а  1  
Матрицы Cs (пФ) для модели по рис. 6 
Источник Матрицы Cs 

Разработанный алгоритм 
28,22 16,79
16,79 20,88

 
  

 

ANSYS 
29,36 18,01
18,01 22,64

 
  

 

TALGAT 
26,67 14,85
14,85 20,00

 
  

 

 
Из табл. 2 видно, что при протекании токов 

вдоль осей x и y различия значений с [26] не превы-

шают 0,25 и 0,20% соответственно, а со значениями 

ANSYS 0,1 и 0,33%. 
 

Т а б л и ц а  2  
Матрицы L (нГн) для модели по рис. 6Ошибка! Источ-

ник ссылки не найден. 
 при направлении протекания тока вдоль осей x и y 

Источник x y 

Разработанный 
алгоритм 

188,92 60,76
60,76 40,85

 
 
 

 
68,01 72,91
72,91 163,41
 
 
 

 

[26] 
189,00 60,70
60,70 40,80

 
 
 

 
68,00 72,90
72,90 163,00
 
 
 

 

ANSYS 
188,91 60,78
60,78 40,87
 
 
 

 
68,01 72,88
72,88 163,58
 
 
 

 

 
Геометрическая модель, состоящая из трех бес-

конечно тонких пластин, две из которых расположе-

ны над третьей пластиной на расстоянии 2 мм, пред-

ставлена на рис. 7. Параметры модели взяты из [27]: 

a = c = 50 мм, b = 30 мм, d = 100 мм, e = 10 мм. 
 

 
Рис. 7. Геометрическая модель структуры из трех  

бесконечно тонких пластин 
 

Вычисленные ёмкостные матрицы по разрабо-

танному алгоритму и в ANSYS сведены в табл. 3. 

Также приведены результаты из [27]. 
Из табл. 3 видно, что значения, вычисленные 

разработанным алгоритмом, и из [27] совпадают. 

Различия значений по разработанному алгоритму и 

из ANSYS не превышают 17%. 
Матрицы индуктивностей по разработанному 

алгоритму и из ANSYS, представлены в табл. 4. Вы-

числение матриц выполнено при направлениях про-

текания тока вдоль осей х и у.  

b 
 

d 
 

c 
 

a 

x 
b 

c 

a 

d 
a
2 x 

z 

y 

e 

e y 
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Т а б л и ц а  3  
Матрицы Cs (пФ) для модели по рис. 7 
Источник Матрицы Cs 

Разработанный алгоритм 
21,32 7,62 12,01
7,62 8,17 0,15
12,01 0,15 12,89

  
   
   

 

ANSYS 
21,71 7,74 12,18
7,74 8,35 0,18
12,18 0,18 13,13

  
   
   

 

[26] 
21,32 7,62 12,01
7,62 8,17 0,15
12,01 0,15 12,89

  
   
   

 

 
Из табл. 4 видно, что при протекании токов 

вдоль оси y различия значений с ANSYS не превы-

шают 0,37%. Однако при протекании тока вдоль оси 

x наблюдаются значительные расхождения (до 

44,05%) для элементов L32 и L23.  
 

Т а б л и ц а  4  
Матрицы L (нГн) для модели по рис. 7  

при направлении протекания тока вдоль оси x и y 
Источник x y 

Разработанный 

алгоритм 

10,21 9,88 9,64
9,88 18,89 5,17
9,64 5,17 14,87

 
 
 
  

 
40,85 11,86 19,27
11,86 6,80 3,10
19,27 3,10 14,86

 
 
 
  

 

ANSYS 
10,10 9,79 9,52
9,79 14,0 9,24
9,52 9,24 11,15

 
 
 
  

 
40,90 11,90 19,27
11,85 6,81 3,10
19,27 3,10 14,87

 
 
 
  

 

 
Геометрическая модель, состоящая из двух оди-

наковых бесконечно тонких пластин (a = 350 мм,  
b = 100 мм, h = 3 мм), представлена на рис. 8. 

 

 
Рис. 8. Геометрическая модель структуры из двух  

одинаковых бесконечно тонких пластин 
 
 

Из полученных матриц для верификации ис-

пользовались лишь значения собственной ёмкости. 

Получены значения C для разработанного алгоритма 

(111,58 пФ), из ANSYS (114,50 пФ) и TALGAT 

(108,94 пФ), а также (109,60 пФ) из [26]. Макси-

мальное различие значений, полученных разрабо-

танным алгоритмом, и в программе ANSYS не пре-

вышало 2,55%, а минимальное значение (1,81%) 

получено из результатов [26]. Различия результатов, 

полученных в программе TALGAT, не более 2,42%. 
Матрицы индуктивностей, полученные, исполь-

зуя разработанный алгоритм и программу ANSYS 

при направлениях протекания тока вдоль осей х и у, 

приведены в табл. 5. 
Видно, что различия значений не превышают 

0,14% при протекании тока как вдоль оси x, так и y. 
 

Т а б л и ц а  5  
Матрицы L (нГн) для модели по рис. 8 

 при направлении протекания тока вдоль осей x и y 
Источник x y 

Разработанный 

алгоритм 
14,50 13,99
13,99 14,50
 
 
 

 
177,64 171,43
171,43 177,64
 
 
 

 

ANSYS 
14,52 14,01
14,01 14,52
 
 
 

 
177,89 171,59
171,59 177,81
 
 
 

 

 

Дополнительно для модели ЛП из рис. 8 вычис-

лены значения ёмкостей при изменении расстояния 

между пластинами: a = b = 200 мм, h = 5, 20, 200, 

1000 мм. 
В табл. 6 приведены значения собственной ём-

кости одной из пластин, полученные из [26], с по-

мощью рассчитанного алгоритма, с помощью 

ANSYS и значения системы TALGAT. 
 

Т а б л и ц а  6  
Значения C (пФ) для модели по рис. 8 

Алгоритмы расчета 

(источник) 
Параметр h, мм 

5 20 200 1000 
Разработанный  

алгоритм 78,12 24,04 8,20 7,52 

[26] 76,40 22,50 5,80 4,30 
ANSYS 78,85 24,19 8,32 7,63 

TALGAT 76,02 23,46 8,63 8,03 
Δ, %  2,76 6,84 41,38 74,88 

 

Из табл. 6 видно, что максимальные различия 

(Δ) 2,20, 6,84, 41,38 и 74,88% получены при h =5, 20, 

200 и 1000 мм, сравнением с [26]. Минимальные 

различия значений 0,93, 0,62, 1,43 и 1,44% получены 

аналогично при h = 5, 20, 200 и 1000 мм, сравнением 

со значениями, полученными в ANSYS. Различия 

значений разработанного алгоритма, с TALGAT, при 

аналогичных параметрах вычисления, составили 

2,76; 2,47; 4,98 и 6,35% при h = 5, 20, 200 и 1000 мм 

соответственно. 
Далее выполнена верификация разработанного 

алгоритма при учащении расчётной сетки (рис. 9) 

для геометрической модели, состоящей из квадрат-

ной (200×200 мм) бесконечно тонкой пластины. 
 

      
а                                б                                 в 

Рис. 9. Расчётная сетка в ANSYS (а),TALGAT (б)  
и разработанном алгоритме (в) при n = 400 

 

a 

b 

x 
y 

z 

h 
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Для выбранной геометрической модели рассчи-

тана С бесконечно тонкой пластины при различном 

значении n и получена зависимость, представленная 

на рис. 10. 

 
Рис. 10. Зависимость С от n для бесконечно 

 тонкой пластины в ANSYS (-·-),TALGAT (---)  
и разработанном алгоритме (–) 

 
Исходя из рис. 10, среднее различие значений 

разработанного алгоритма (рис. 11) с ANSYS со-

ставляет 3,39%, а с TALGAT – 3,58%. Видно, что 

различия незначительны и могут быть объяснены 

различием численных методов, а именно PЕЕС для 

разработанного алгоритма и метод моментов для 

ANSYS и TALGAT. 
 

 
Рис. 11. Различия значений разработанного алгоритма 

 с TALGAT (-·-) и ANSYS (---)  
 

Заключение 
Разработан алгоритм вычисления ёмкостных и 

индуктивных матриц методом эквивалентных схем 

из частичных элементов, отличающийся возможно-

стью вычисления расстояния между центрами ячеек 

в геометрической модели и позволяющий проводить 

вычисления ёмкостных и индуктивных матриц при 

заданных количестве ячеек и их размерах. При срав-

нении значений коэффициента Pp разработанного 

алгоритма и известного источника, показано, что 

значения совпадают с точностью до 4-го знака. 
Вычисление ёмкостных матриц для модели, со-

стоящей из двух бесконечно тонких пластин, пока-

зало, что максимальное различие значений, полу-

ченных разработанным алгоритмом, с программой 

ANSYS не превышает 2,55%, а минимальное – 

1,81% с результатами из известных источников. Раз-

личия значений с программой TALGAT составляет 

2,42%. Дополнительно вычислена ёмкость при из-

менении расстояния между пластинами. Наблюдает-

ся, что минимальные различия значений достигают-

ся между разработанным алгоритмом и программой 

ANSYS, тогда как максимальные – со значениями из 

открытых источников. 

При вычислении индуктивности разработан-

ным алгоритмом для модели из двух бесконечно 

тонких пластин выявлено, что различия значений с 

системой ANSYS не превышают 0,1 и 0,33% при 

направлении протекания токов вдоль осей x и y, а с 

результатами из известных источников – 0,25 и 

0,20% при том же направлении протекания тока  
по осям. 

Вычисление ёмкостных матриц для модели из 

трех бесконечно тонких пластин, в которой две пла-

стины расположены над третьей, показало совпаде-

ние до 2-го знака результатов вычислений разрабо-

танным алгоритмом со значениями из известного 

источника, тогда как различие значений с програм-

мой ANSYS составило 16,67%. Значения индуктив-

ных матриц, вычисленных разработанным алгорит-

мом и программой ANSYS, не превысили 0,37% при 

протекании тока по оси y.  
Выполнена верификация разработанного алго-

ритма при учащении расчётной сетки разработанно-

го алгоритма с программами ANSYS и TALGAT. 

Различия значений с TALGAT не превышают 3,69%, 

а с ANSYS – 3,52%. 
Дальнейшей перспективой является расшире-

ние функционала для вычислений геометрических 

моделей с учетом толщины и потерь, а также реали-

зация алгоритма в виде программного модуля с гра-

фическим интерфейсом. Помимо этого предполага-

ется провести эксперимент на реальных СВЧ-
устройствах (микрополосковых, копланарных или 

связанных линиях передачи).  
Работа выполнена при финансовой поддержке 

Российского научного фонда, проект №19-79-10162, 
https://rscf.ru/project/19-79-10162/. 
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Chebanov V.S., Komnatnov M.E., Kuksenko S.P.  
Algorithm for calculating capacitive and inductive matri-
ces of infinitely thin plates by the partial element equiva-
lent circuit method 
 
An algorithm for computing capacitive and inductive matrices 
of infinitely thin plates by the partial element equivalent cir-
cuit (PEEC) method is developed. The special features of 
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calculating the matrices of two and three air-filled infinitely  
thin plates models are described. The algorithm is verified 
with the help of ANSYS and TALGAT programs, as well as 
data from open sources. 
Keywords: coupled transmission line, partial element equiva-
lent circuit method, capacitive matrix, inductive matrix, nu-
merical methods, electromagnetic compatibility, modeling. 
DOI: 10.21293/1818-0442-2024-27-1-63-71 
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В.Т. Тран, А.М. Кориков 
 
Адаптивное скользящее управление бесколлекторным 
двигателем 

 
Бесколлекторные (бесщеточные) двигатели постоянного тока обладают многими преимуществами по сравне-

нию с коллекторными двигателями постоянного тока. На основе построенной кинематической модели бескол-

лекторного двигателя синтезирован классический скользящий режим управления двигателем. Выполнено ис-

следование скользящего режима управления двигателем в программной среде Matlab Simulink и установлены 

недостатки классического скользящего регулятора. Для устранения этих недостатков синтезирован адаптивный 

скользящий регулятор, состоящий из классического скользящего регулятора и ПИ-регулятора. Результаты мо-

делирования в программной среде Matlab Simulink показывают эффективность синтезированного адаптивного 

скользящего регулятора, управляющего бесколлекторным двигателем в обстановке помех и возмущений.  
Ключевые слова: скользящий регулятор, ПИ-регулятор, адаптивный скользящий регулятор, бесколлекторный 

двигатель, моделирование, Matlab Simulink, помехоустойчивость. 
DOI: 10.21293/1818-0442-2024-27-1-72-78 
 
Бесколлекторный (бесщеточный) двигатель по-

стоянного тока (БДПТ) – это тип двигателя постоян-

ного тока, в котором не используются угольные 

щетки. БДПТ также известен как двигатель с элек-

тронной коммутацией, представляющий собой син-

хронный двигатель и использующий источник пита-

ния постоянного тока. В состав БДПТ могут входить 

один или несколько двигателей постоянного тока, 

соединенных вместе. Самый популярный из БДПТ – 

трехфазный БДПТ. Управление работой БДПТ осно-

вано на изменении закона подачи напряжения на 

статор для создания направления вращения. БДПТ 

обладает многими достоинствами [1–7]: компактные 

размеры; высокие мощности; значительные ускоре-

ния при работе; стабильная работа на высоких ско-

ростях; долговечность. БДПТ широко используются 

в промышленности и на транспорте, особенно в об-

ласти автоматизации, робототехники, компьютерной 

промышленности и беспилотного оборудования [1, 

2, 6–8]. В [1–7] рассматриваются особенности элек-

троприводов с БДПТ и отмечается зависимость их 

электромагнитных характеристик от угла поворота 

ротора БДПТ. Для снижения этой зависимости при-

влекаются методы адаптивного управления [1, 9–12].  
Во многих задачах управления эффективным 

оказалось применение скользящих режимов оптими-

зации и управления [8, 13, 14]. Положительный опыт 

применения скользящих регуляторов, изложенный в 

цитируемых публикациях, дает основание для по-

становки задачи синтеза адаптивного скользящего 

режима управления трехфазным БДПТ, оснащенного 

датчиками Холла. Решение этой задачи следует 

начинать с разработки динамической модели БДПТ.  
Динамическая модель БДПТ 
Структура и схема замещения БДПТ представ-

лены на рис. 1. 
Динамическая модель трехфазного БДПТ, ис-

пользующего три датчика Холла для определения 

положения ротора, базируется на следующих урав-

нениях: 

,a
a a a

diV Ri L e
dt

                         (1) 

,b
b a b

diV Ri L e
dt

                          (2) 

,a
c c c

diV Ri L e
dt

                         (3) 

где a b cR R R R    – сопротивление катушек на 

фазах статора; a b cL L L L    – индуктивность 

обмоток на фазах статора; , ,a b cV V V  – напряжение 

на фазах статора; , ,a b ci i i  – ток на фазах статора; 

, ,a b ce e e  – наведенная электродвижущая сила 

(ЭДС) на фазах статора.  

 
Рис. 1. Структура и схема замещения БДПТ 

 

ЭДС , ,a b ce e e  определяются по формулам: 
( ),ae k f                               (4) 

2( ),
3be k f 

                         (5) 

2( ),
3ce k f 

                         (6) 

где k – коэффициент ЭДС;   – угловая скорость ро-

тора;   – угол поворота ротора. Из анализа работы 

двигателя при повороте ротора на угол от 0 до – 2 , 

получим для функции ( )f   следующую формулу:  

 

1 1, 0 ,
30 3
1, ,

3( ) 1 47, ,
30 3

41, 2 .
3

f
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Функции ( 2 / 3)f    и ( 2 /3)f    создаются 

из функции ( )f   смещением угла   влево и вправо 

на углы 
2
3


  и 
2
3


 соответственно. Графики сигна-

лов ( )f  , ( 2 / 3)f    и ( 2 /3)f   , соответству-

ющие фазам A, B, C, показаны на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. Сигналы ( )f  , 2( )

3
f 
   и  2( )

3
f 
  

 
В БДПТ для определения угла поворота ротора 

используются три датчика Холла, расположенные 

друг от друга на угловом расстоянии 120°. Выход-

ные значения датчиков Холла, соответствующие 

углу поворота ротора, даны в табл. 1. 
 

Т а б л и ц а  1  
Режим работы датчиков Холла 

Угол поворота ротора H1 H2 H3 
0–60 1 0 1 

60–120 0 0 1 
120–180 0 1 1 
180–240 0 1 0 
240–300 1 1 0 
300–360 1 0 0 

 
Для управления вращением БДПТ используется 

6 ключей Q1–Q6, значения которых изменяются в 

зависимости от показаний датчиков Холла или, дру-

гими словами, в зависимости от угла поворота рото-

ра. Если ключ Q открыт, то Q = 1, а если закрыт, то 

Q = 0. С учетом данных обозначений кодовые значе-

ния Q приведены в табл. 2. 
 

Т а б л и ц а  2  
Кодированные значения ключей Q 

H1 H2 H3 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 
1 0 1 1 0 0 1 0 0 
0 0 1 1 0 0 0 0 1 
0 1 1 0 0 1 0 0 1 
0 1 0 0 1 1 0 0 0 
1 0 0 0 1 0 0 1 0 
1 0 1 0 0 0 1 1 0 
 
Суммарный крутящий момент, создаваемый на 

всех трех фазах БДПТ, определяется формулой 

.a a b b c c
e

i e i e i eT  



                        (8) 

Объединив уравнения (4)–(6) и (8), получим 

формулу для расчета крутящего момента двигателя   
2 2( ) ( ) ( ).
3 3e a b cT i kf i kf i kf 

            (9) 

Здесь , ,a b ci i i  – фазные токи через обмотки 

статора БДПТ (см. уравнения (1)–(3)). 
Пусть J – момент инерции ротора и нагрузка 

двигателя, тогда уравнение динамики вращающейся 

системы определяется формулой 

,e L
dT J T B
dt


                       (10) 

где LT  – момент внешней силы, действующей на 

систему, B  – коэффициент трения вращения систе-

мы. Введем обозначения  ; 
d
dt


  , тогда 

уравнение (10) перепишется в следующем виде: 
.e LT T J B                           (11) 

Синтез классического скользящего  
регулятора БДПТ  

Введем переменные состояния системы: 
1 2 1; .x x x   

Тогда уравнение (11) для переменных состояния 

перепишется следующим образом: 
1 2

2 2

,
1 ( ),e L

x x

x T T Bx
J





  


              (12) 

где eT  определяется формулой (9).  
Уравнение поверхности скольжения определим 

на основе теории систем с переменной структурой 

[13, 14] в следующем виде: 
2 1( ),d dS x x x x                  (13) 

где d dx   – заданный входной сигнал угла пово-

рота БДПТ, 1 de x x   – ошибка управления БДПТ, 

  – положительный коэффициент, выбранный так, 

чтобы уравнение поверхности скольжения 0S   

удовлетворяло критерию устойчивости Гурвица [15].  
Дифференцируя обе части уравнения (13), по-

лучим 

2 1( ).d dS x x x x                     (14) 
Объединяя уравнения (12) и (14), получим 

2
1 ( ) .e L d d

BS T T x x x
J J

 
      

 
     (15) 

По критерию устойчивости Ляпунова [15, 16] 

система будет устойчивой, если 0.S S   Поэтому 

S  всегда должно быть противоположно по знаку S
или: 

       sign( ),S K S                       (16) 
где через sign(...)  обозначена знаковая функция. 

Объединив уравнения (15) и (16), получим 
  2 ( ) sign( )e L d dT T B J x J x x JK S       .  (17) 

Пусть   2( ) ( )L d df x T B J x J x x       – 

функция, содержащая параметры системы, часть из 

Фаза A 

0 60° 

Фаза B 

Фаза C 

120° 180° 240° 300° 360° 

   
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которых заранее известна, а другая часть заранее не 

известна, тогда уравнение (17) переписывается сле-

дующим образом: 
( ) sign( )eT f x JK S  .                (18) 

Оценку эффективности классического скользя-

щего регулятора (КСР) БДПТ выполним в про-

граммной среде Matlab Simulink [16]. Выбор данной 

программной среды обусловлен тем, что ранее в [1–

6] при моделировании БДПТ использовано это же 

программное обеспечение (ПО), что обеспечивает воз-

можность сопоставления результатов моделирования 

БДПТ, полученного различными исследователями. 

Параметры моделирования представлены в табл. 3.  
 

Т а б л и ц а  3  
Параметры моделирования КСР 

Символ Значения Ед. изм. 
R 15,2 Ом 
L 0,0012 Гн 
k 6,8 – 
J 0,68 кгм2 
B 0,1 – 
  3,8 – 
K 128 – 

 

Моделирование в программной среде Matlab 

Simulink выполнено по уравнениям (12), (13) и (18) 

при входном сигнале 15d    и моменте внешней 

силы 0LT  . Результаты моделирования при задан-

ных параметрах и сигналах представлены на рис. 3. 

Из рис. 3, а следует, что стабилизация системы осу-

ществляется в течение периода от 1,5 до 2 с, а гра-

фик управляющего напряжения на рис. 4 имеет зна-

чительные колебания в диапазоне от –128 до 128 В. 

Значительные колебания управляющего напряжения 

КСР недопустимы и являются существенным недо-

статком КСР, использующего уравнение (18).  

 
 а 

 
б 

Рис. 3. Реакция системы: а – на угол поворота;  
б – на управляющий сигнал 

Исследование доказывает зависимость ампли-

туды колебаний на рис. 3, б от значения K в уравне-

нии (18) КСР. Для устранения неконтролируемых 

значительных колебаний управляющего напряжения 

КСР предлагается добавить в уравнение (18) компо-

ненту |S|, тогда уравнение (18) перепишется в сле-

дующем виде: 
( ) sign( )eT f x JK S S  .               (19) 

Из уравнения (19) видно, что когда ошибка 

управления системой велика, то величина K S  бу-

дет иметь большое значение, а это приводит к боль-

шому сигналу управления и увеличивает скорость 

сходимости системы. Если ошибка системы при-

ближается к 0, то значение K S  также приближает-

ся к нулю, поэтому сигнал управления также при-

ближается к 0. Если ошибка управления системой 

равна 0, то значение K S  равно 0, сигнал управле-

ния также равен 0, поэтому явление колебаний сиг-

нала управления полностью исключается. 
Моделирование по уравнениям (12), (13) и (19) 

выполнено в том же ПО и при тех же значениях па-

раметров d и ТL. Результаты представлены на рис. 4. 

Графики на рис. 4, а и рис. 3, а практически совпада-

ют, т.е. стабилизация системы осуществляется в те-

чение периода от 1,5 до 2 с. Из рис. 4, б следует, что 

в реакции КСР на управляющий сигнал колебания 

отсутствуют, т.е. модификация КСР на основе урав-

нения (19) имеет существенные преимущества, но 

имеется и недостаток: если K = 0, то управляющий 

сигнал также равен 0. Этот недостаток может приве-

сти к установившимся ошибкам в работе системы.  

 
а 

 
б 

Рис. 4. Реакция модификации КСР:  
а – на угол поворота; б – на сигнал управления   

 
Установившиеся ошибки в работе КСР появля-

ются при моделировании системы при входном сиг-

нале 15d    и моменте внешней силы 6,8 НмLT  . 
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Результаты этого исследования представлены на  
рис. 5 и 6. 

 
Рис. 5. Установившаяся ошибка КСР по углу поворота 

 

 
Рис. 6. Реакция системы на сигнал управления 

 
Из рис. 5 и 6 следует, что после добавления со-

ставляющей K S  в уравнение для сигнала управле-

ния под действием момента внешней силы 

6,8 НмLT   колебания сигнала управления значи-

тельно уменьшаются, но система не возвращается в 

исходное устойчивое состояние: она устанавливает-

ся в новом угловом положении 13,21  . В новом 

положении сигнал управления имеет значение 

6,8 НмeT  , равное значению момента внешней 

силы, действующей на систему. 
Для устранения установившихся ошибок в ра-

боте модифицированного КСР предлагается создать 

адаптивный скользящий регулятор, в котором про-

порционально-интегрирующее звено (ПИ-звено) [15, 

с. 165] используется для компенсации установив-

шихся ошибок системы.   
Синтез адаптивного скользящего регулятора 

с ПИ-звеном 
Структурная схема адаптивного скользящего 

регулятора, содержащего ПИ-звено (АСР-ПИ), пред-

ставлена на рис. 7. 
 

 
Рис. 7. Структурная схема адаптивного скользящего  

регулятора АСР-ПИ 
 

На рис. 7 используются следующие обозначе-

ния: x – вектор состояния системы, фиксирующий её 

положение и скорость; e – векторный сигнал ошибки 

управления системой по положению и скорости; S – 

звено, моделирующее поверхность скольжения по 

уравнению (13); КСР – классический скользящий 

регулятор (контроллер); ПИ – ПИ-звено; БДПТ – 

бесколлекторный двигатель постоянного тока. 
Введем обозначения: SMCT  – сигнал управле-

ния, формируемый по уравнению (19); PIT  – сигнал 

управления, генерируемый ПИ-звеном по уравнению 

PI 1 2T K S K S dt   ,                   (20) 
тогда уравнение управляющего сигнала перепишет-

ся следующим образом: 
PI SMCeT T T  .                     (21) 

Объединив уравнения (19)–(21), получим 

1 2( ) sign( )eT f x K S K S dt JK S S    .     
(22) 

Моделирование с использованием (22) выпол-

нено при следующих значениях параметров: 

15d   , 6,8 НмLT  , K1 = 50, K2 = 850. Результаты 

этого исследования представлены на рис. 8–14. 

 
а 

 
б 

Рис. 8. Реакция АСР-ПИ:  
а – на угол поворота; б – на угловую скорость  

 

 
Рис. 9. Выходное напряжение АСР-ПИ  

при  воздействии неизвестной внешней силы 
 

На рис. 8, а представлена реакция системы на 

угол поворота при входном значении 15d   , мо-
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менте внешней силы 6,8 НмLT  , а на рис. 8, б – 

реакция системы на угловую скорость ротора. Из 

этих рисунков видно, что при таких значениях вход-

ного сигнала и момента внешней силы переходный 

процесс в системе завершается в течение 1,5–2 с, 

установившаяся ошибка практически равна нулю.  
 

 
Рис. 10. Крутящий момент БДПТ 

 

 
Рис. 11. Реакция системы на угловую скорость   

 
Из рис. 9 и 10 видно, что при приложении неиз-

вестного момента внешней силы со значением 

6,8 НмLT   регулятор автоматически генерирует 

управляющее напряжение около 15 В, под действи-

ем этого напряжения БДПТ генерирует крутящий 

(электромагнитный) момент 6,8 НмeT  , но в про-

тивоположном направлении для уравновешивания 

момента внешней силы (момента нагрузки). 
 

 
Рис. 12. Управляющее напряжение на фазах A, B, C БДПТ 
 

Таким образом, когда на входе действуют неиз-

вестные факторы, контроллер АСР-ПИ работает эф-

фективно, система быстро стабилизируется, ошибка 

установки положения невелика и колебания управ-

ляющего сигнала незначительны, поэтому его мож-

но применять для управления положением БДПТ 

при непредсказуемых изменениях нагрузки. 

Для оценки качества работы контроллера АСР-
ПИ выполнено его моделирование в режиме управ-

ления скоростью БДПТ с заданием скорости  
120 об/мин и момента нагрузки 6,8 НмLT  . 

Из рис. 11 следует, что при входной скорости 

120 об/мин и такой же величине момента нагрузки  

БДПТ достигает скорости 120 об/мин в течение пе-

риода 1,5–2 с.  
 

 
Рис. 13. Наведенная ЭДС на фазах A, B, C БДПТ 

 

 
Рис. 14. Выходное напряжение АСР-ПИ   

на скорости 120об/мин   
 

На рис. 12 и 13 показано, что управляющее 

напряжение на фазах A, B, C колеблется от –75  до 

+75 В, а наведенная электродвижущая сила на фазах 

A, B, C колеблется в диапазоне от –45  до +45 В, по-

грешность установки скорости невелика, колебания 

управляющего напряжения уменьшаются, когда си-

стема находится в установившемся состоянии. Из 

рис. 14 следует, что выходное напряжение контрол-

лера АСР-ПИ устанавливается на заданном уровне 

150 В. 
Заключение 
В статье выполнен синтез скользящего кон-

троллера АСР-ПИ для управления положением и 

скоростью БДПТ. Результаты исследования доказы-

вают способность контроллера АСР-ПИ компенси-

ровать установившиеся ошибки и понизить колеба-

тельность управляющего сигнала в положении 

устойчивого равновесия при сохранении известных 

достоинств КСР. Результаты исследования имеют 

важное значение для повышения качества управле-

ния положением и скоростью БДПТ. 
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Современные вычислительные средства позво-

ляют обрабатывать большие массивы информации, в 

том числе и визуальной, с высокой скоростью. Это 

обеспечивает возможность применения методов и 

алгоритмов для управления техническими система-

ми, которые ранее не могли быть применены [1]. 

Например, методы управления на основе оптическо-

го потока не позволяли разработать эффективные 

системы управления ввиду длительной обработки 

информации и как следствие недостаточной скоро-

сти реакции системы управления. Оптический поток 

представляет собой видимое движение, т.е. опреде-

ляет сдвиг точек между двумя изображениями. 
Системы управления на основе оптического по-

тока являются универсальными и применимы во 

всех областях человеческой деятельности [2]. В ши-

роком смысле системы управления на основе опти-

ческого потока могут применяться в медицине – для 

проведения высокоточных операций, в контроле ка-

чества – для выявления нарушений в выполнении 

операций, в беспилотных автомобилях – для опре-

деления пути следования, в беспилотных летатель-

ных аппаратах – для определения местоположения в 

отсутствие других сигналов. 
Среди практических задач применения оптиче-

ского потока можно выделить задачу определения 

изменения положения точек на двух изображениях в 

случае, если два изображения получены с одинако-

вой точки съемки. Или в случае, если требуется 

определить смещение определенного объекта, кото-

рый присутствует на обоих изображениях. Другая 

задача заключается в оценке изменения положения 

точки съемки. То есть требуется найти вектор сме-

щения точки съемки относительно предыдущего 

кадра.  
Подобная задача широко применяется при по-

строении систем управления беспилотными аппара-

тами при отсутствии других способов навигации – в 

этом случае в качестве изображения выступает ви-

димая часть подстилающей поверхности. В такой 

задаче все точки на двух соседних изображениях 

имеют одинаковый сдвиг [3]. 

Несмотря на то, что для таких случаев, при ко-

торых все точки имеют один и тот же сдвиг, может 

быть применен метод фазовой корреляции – точ-

ность данного метода не позволяет использовать 

результаты вычислений для построения системы 

управления. Подобный метод и алгоритмы на его 

основе неустойчивы к поворотам и прочим искаже-

ниям. Дополнительную трудность при определении 

вектора смещения всего кадра накладывает неодно-

родность подстилающей поверхности – могут 

встречаться участки с объектами, которые имеют 

минимальное трудно заметное изменение в двух 

соседних изображениях. 
При решении подобных задач отдельное вни-

мание требуется уделить методам и функциям сопо-

ставления точек. В идеальном случае требуется 

функция, которая не изменится в результате смеще-

ния. Как правило, такими функциями выбирают ин-

тенсивность, градиент, гессиан, лапласиан и т.д. Од-

нако на практике выбор функции сильно зависит от 

условий применения результатов распознавания оп-

тического потока. Также выбор функции зависит от 

выбранного алгоритма, который используется для 

определения смещения точек на двух соседних 

изображениях. 
Целью данной работы является повышение 

точности вычисления вектора смещения при работе 
с подстилающей поверхностью путем оптимизации 
параметров алгоритмов работы с оптическим пото-
ком. Для достижения поставленной цели решены 
следующие задачи: 

1. Выбраны функции сопоставления точек на 
двух изображениях применительно к задаче опреде-
ления вектора смещения. 

2. Разработан программный симулятор переме-
щения беспилотного аппарата по подстилающей 
поверхности. 

3. Проведена оценка алгоритмов работы опре-
деления вектора смещения применительно к изоб-
ражениям подстилающей поверхности. 

4. Определены оптимальные параметры алго-
ритмов оптического потока при вычислении вектора 
смещения на основе подстилающей поверхности. 
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Точность вычисления вектора может тракто-

ваться различно в зависимости от поставленной 

практической задачи [2].  
В данной работе рассматривается оптический 

поток подстилающей поверхности и используется 

программный симулятор получения оптического 

потока. Таким образом, возникает возможность по-

лучить идеализированное смещение и смещение, 

полученное расчетным путем.  
Пусть ( ,i i ia x dx  )i iy dy  – расчетная коор-

дината точки на втором изображении, где x – коор-
дината по оси X в исходном изображении, y – коор-
дината по оси Y в исходном изображении, dx – рас-
считанное смещение точки по оси X во втором изоб-
ражении относительно исходного изображения, dy – 
рассчитанное смещение точки по оси Y во втором 
изображении относительно исходного изображения, 
i – порядковый номер точки, взятой для расчета век-

тора смещения. Тогда  ,i i i i ia x dx y dy      – фак-

тическая координата точки на втором изображении, 
где x – координата по оси X в исходном изображе-
нии, y – координата по оси Y в исходном изображе-
нии, dx'– фактическое смещение точки по оси X во 
втором изображении относительно исходного изоб-
ражения, dy' – фактическое смещение точки по оси Y 
во втором изображении относительно исходного 
изображения, i – порядковый номер точки, взятой 
для расчета вектора смещения. Таким образом, мож-
но записать погрешность в вычислении координат 
расчетным методом (1): 

i iA a a  .                              (1) 
Для повышения точности вычисления смеще-

ния используется не одна точки, а набор точек. Та-

ким образом, суммарная погрешность вычисления 

всех точек будет определена по формуле (2). 

1
,

I
i ia a                               (2) 

где I – количество точек, выбранное для расчета. В 
том случае, когда практическая задача представляет 
собой определение произвольной координаты при 
перемещении беспилотного объекта, интерес пред-
ставляет суммарная погрешность, накопленная за всё 
время получения оптического потока. Поэтому сум-
марную ошибку можно представить формулой (3: 

1 1
,

J I
ij ijS a a                              (3) 

где j – порядковый номер изображения, для которого 
производится вычисление смещения относительно 
предыдущего изображения, J – количество изобра-
жений за вычетом одного, используемое для распо-
знавания оптического потока. 

Таким образом, повышение точности вычисле-

ния вектора смещения обеспечивается минимизаци-

ей ошибки, вычисляемой по формуле (4: 
min.S                            (4) 

Алгоритмы оптического потока 
Для определения смещения точек на двух изоб-

ражениях существует ряд общеизвестных методов и 

алгоритмов на их основе. Представленные методы и 

алгоритмы обладают как явными преимуществами, 

так и имеют недостатки по отношению к определен-

ным задачам расчета оптического потока.  
Одним из наиболее известных алгоритмов явля-

ется метод Лукаса–Канаде [4]. Суть метода заключа-

ется в использовании метода наименьших квадратов 

для всех пикселей вокруг выбранного окна. Данный 

метод может показывать хорошие результаты при 

сдвиге минимального количества пикселей. Однако 

уже при сдвиге трех пикселей результат будет  
непредсказуемым. 

Алгоритм Лукаса–Канаде включает определе-

ние градиентов яркости в двух изображениях, вы-

числение коэффициента корреляции между ними, 

расчет смещения на основе коэффициента корреля-

ции и градиентов яркости, а также фильтрацию шу-

мов с использованием медианной фильтрации. 
Метод Лукаса–Канаде не является единствен-

ным вариантом вычисления оптического потока. 

Существует также метод Хорна–Шунка, который 

имеет более глобальный характер, чем метод Лука-

са–Канаде [5].  
Этот метод основан на предположении, что 

движение сцены между двумя кадрами может быть 

аппроксимировано полем скоростей, которое являет-

ся непрерывным и дифференцируемым. 
Метод Хорна–Шунка включает определение 

градиентов интенсивности в каждом кадре, вычис-

ление поля скоростей на основе градиентов интен-

сивности и уравнения движения, а также фильтра-

цию шума с использованием медианной или гауссо-

вой фильтрации. 
Основным преимуществом метода Хорна–Шунка 

являются его простота и эффективность, однако он 

может давать неточные результаты при наличии шу-

ма или резких изменений яркости. 
Метод Фарнбека (Farneback) – это еще один ме-

тод вычисления оптического потока [6]. Этот метод 

использует представление оптического потока в ви-

де дискретного набора векторов, каждый из которых 

соответствует смещению между двумя соседними 

пикселями. 
Метод Фарнбека включает определение гради-

ентов интенсивности в каждом кадре, их разбиение 

на векторы смещения, вычисление оптического по-

тока на основе векторов смещения и уравнения 

движения, а также фильтрацию шума с использова-

нием медианной или гауссовой фильтрации. 
Метод SimpleFlow – это один из самых простых 

и популярных методов для вычисления оптического 

потока между двумя изображениями.  
Для вычисления оптического потока с помощью 

метода SimpleFlow необходимо вычислить градиен-

ты яркости для каждого изображения, найти коэф-

фициент корреляции между ними и использовать 

этот коэффициент и значения градиентов для вычис-

ления смещения между двумя изображениями. 
Хотя метод SimpleFlow достаточно прост и эф-

фективен, он также имеет некоторые ограничения. 
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Например, известны трудности при работе с изоб-

ражениями с высоким уровнем шума или на изоб-

ражениях, где объекты сильно меняются в размерах 

или форме между кадрами. 
В данной работе для исследования и выбора оп-

тимальных параметров рассмотрены алгоритмы Лу-

каса–Канаде и Фарнбека. Выбор этим алгоритмов 

объясняется следующими факторами: 
– алгоритм Лукаса–Канаде является одним из 

наиболее быстрых по производительности и приме-

ним в максимально широком спектре задач; 
– алгоритм Фарнбека наиболее приспособлен 

для расчета плотного потока, т.е. случая, когда рас-

чет смещения происходит для всех точек изображе-

ния – именно такой случай представляет собой 

определение перемещения при анализе подстилаю-

щей поверхности. 
Выбранные алгоритмы реализованы в библио-

теке машинного зрения OpenCV. Реализация алго-

ритмов в OpenCV оптимизирована и разработка соб-

ственных имплементаций алгоритмов нецелесооб-

разна. Разработанный программный симулятор 

предполагает использование OpenCV для распозна-

вания оптического потока. 
Каждая реализация алгоритмов предполагает 

возможность настройки параметров. Для обоих ал-

горитмов схожими параметрами выступают преды-

дущее и следующее изображения. В качестве спе-

цифических параметров настройки алгоритма Лука-

са–Канаде можно выделить: 
– prevPts – вектор точек, для которых необходи-

мо рассчитать оптический поток; 
– nextPtsoutput – выходной вектор измененных 

положений точек; 
– winSize – размер выбранного окна для приме-

нения метода наименьших квадратов; 
– maxLevel – количество уровней с разными 

размерами выбранного окна; 
– criteria – параметр, определяющий критерии 

завершения итеративного поиска. 
Алгоритм Фарнбека предполагает возможность 

изменения следующих параметров: 
– pyr_scale – параметр, задающий масштаб 

изображения; 
– levels – количество слоев в работе алгоритма; 
– winsize – размер окна для выбора пикселей; 
– iterations – количество итераций при работе 

алгоритма; 
– poly_n – размер окрестности пикселя, который 

используется для нахождения полиномиального 

расширения между пикселями; 
poly_sigma – стандартное отклонение. 
Поиск оптимальных значений перечисленных 

параметров обеспечит возможность минимизации 

ошибки и достижения поставленной цели. Помимо 

минимизации ошибки, немаловажным фактором 

работы алгоритма является быстродействие, поэто-

му в ходе проведения экспериментов по установле-

нию оптимальных параметров будет проведена 

оценка скорости работы алгоритмов. 

Проведение эксперимента 
Для проведения экспериментального исследо-

вания и изучения алгоритмов оптического потока 

разработан программный симулятор, который обес-

печивает имитацию перемещения беспилотного ап-

парата. При перемещении беспилотному аппарату 

доступна для обзора поверхность Земли в надир. 

Программный симулятор обеспечивает имитацию 

возможности перемещения беспилотного аппарата 

по 3 осям. На рис. 1 представлено главное окно про-

граммного симулятора. 
 

 
Рис. 1. Главное окно программного симулятора полета 

 над подстилающей поверхностью 
 

На главном окне программы представлено 

аэрофотоизображение местности – подстилающей 

поверхности. Имеется возможность выбора изобра-

жений, имитирующих различные участки местности 

с их характерными особенностями, а также исполь-

зование синтетических изображений с периодиче-

скими и апериодическими узорами, на которых 

удобно оценивать точность работы алгоритмов 

навигации в сложных условиях. Представленный 

кадр местности подбирался таким образом, чтобы 

включить участки с разной контрастностью изобра-

жения.  
На рис. 1 представлены участки: с высокой кон-

трастностью – лес, дорога; с низкой контрастностью – 

поле. Полупрозрачным квадратом белого цвета вы-

делена зона начала перемещения беспилотного ап-

парата. В программном симуляторе происходит от-

рисовка двух траекторий перемещения – пунктир 

(реальное перемещение) и сплошная линия (расчет-

ное перемещение). Дополнительно в отдельном кад-

ре отображается фактический видимый в настоящее 

время фрагмент подстилающей поверхности. В 

настоящее время на главном окне программы также 

выводится статистическая информация, по распре-

делению ошибки по координате Х. 
Первая серия экспериментов имела целью 

определение оптимального алгоритма расчета сме-

щения при сдвиге поля зрения камеры на заданное 

число пикселей. Было проведено сравнение двух 

алгоритмов: Лукаса–Канаде и Фарнбека. Оба алго-

ритма используют метод оптического потока. Для 

расчетов использовались одинаковые исходные дан-

ные. Оба алгоритма реализованы в библиотеке ма-

шинного зрения OpenCV, имеют хорошую оптими-
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зацию и апробированы во множестве исследований. 

В этой серии экспериментов для алгоритмов взяты 

стандартные рекомендованные значения парамет-

ров. Оба алгоритма были использованы для расчета 

смещения изображений с различным шагом – от 1 до 

20 пикселей, по 30 кадров в каждой серии экспери-

ментов из одной и той же начальной точки. Исполь-

зовалась контрастная область изображения в левом 

верхнем углу (см. рис. 1). На рис. 2 приведены ре-

зультаты 4 экспериментов для указанного над гра-

фиком смещения. По оси X отложены номера кад-

ров, по 30 в каждом эксперименте. По оси Y отложе-

но смещенное среднеквадратичное отклонение рас-

четного расстояния. 
 

 
Рис. 2. Сравнение алгоритмов Фарнбека и Лукаса–Канаде: 

-.-.-.-  – метод Фарнбека;  ---  – метод Лукаса–Канаде 
 

Как видно из графика, представленного на 

рис. 2, алгоритм Лукаса–Канаде при смещении бо-

лее 5 пикселей дает значительную погрешность. 

При смещении более 8 пикселей алгоритм выдает 

нерелевантный результат. Алгоритм Фарнбека дает 

меньшую погрешность при смещениях до 10 пиксе-

лей. Около 10 пикселей наблюдается пик погрешно-

сти, далее погрешность несколько снижается.  
Для дальнейших экспериментов выбран алгоритм 

Фарнбека. 
Рассмотрим подробнее влияние величины сме-

щения в пикселях на ошибку расчета смещения по 

алгоритму Фарнбека. На рис. 3 представлены графи-

ки рассчитанного значения смещения. Предполага-

ется, что для каждой выбранной величины смеще-

ния рассчитанное при помощи алгоритма смещение 

будет лежать около истинного значения с некоторым 

разбросом, причем пик распределения должен нахо-

диться вблизи истинного значения смещения. Как 

видно из рис. 3, для смещения в 7 пикселей наблю-

дается стабильный результат, близкий к истинному 

значению (общее среднеквадратичное отклонение 

по всем экспериментам – 0,17).  
Аналогичная картина для меньшего смещения, 

графики для этих экспериментов не приводятся, 

среднее отклонение для смещения в 1 пиксель – 

0,09. Однако начиная с 9 пикселей смещения наблю-

дается скачкообразный рост погрешности. Для 11 

пикселей рассчитанное смещение не совпадает по 

знаку и не может быть использовано  для приблизи-

тельной ориентации по направлению. Эта погреш-

ность может быть снижена подбором параметров 

алгоритма и дополнительной обработкой изображе-

ния. Однако, адаптация алгоритма для больших 

смещений может нарушить его работу на малых 

смещениях. Для каждого типа беспилотного аппара-

та и параметров оптики бортовой камеры необходим 

индивидуальный подбор алгоритмов пред-обработки 

изображений, их параметров и частоты кадров. 
 

 
Рис. 3. График зависимости ошибки расчета от значения 

смещения пикселей на контрастном изображении 
 

Для оценки работы алгоритма в разных услови-

ях проведен аналогичный эксперимент на слабокон-

трастном изображении. Использовалась область 

изображения без выраженных деталей в нижнем 

левом углу экрана (см. рис. 1). На рис. 4 представлен 

график зависимости рассчитанного смещения по 

кадрам. Смещение производилось на значениях от 2 

до 15 с шагом 3, показаны графики для смещения в 

2, 5 и 8 пикселей.  
 

 
Рис. 4. График зависимости ошибки расчета от значения 

смещения пикселей на слабоконтрастном изображении 
 
Как видно из графика, общая погрешность вы-

ше, чем для контрастного изображения. Тем не ме-

нее при смещении в 5 пикселей результат все еще 

может использоваться для приблизительной оценки 

пройденного пути. При смещении в 8 пикселей явно 

прослеживается занижение расчетного результата, 

однако данные все еще могут быть использованы 

для определения общего направления истинного 
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перемещения. При большем смещении результаты 

имеют недопустимые погрешности и не приводятся. 
Зависимость точности расчета от контраста 

изображения показывает, что точность расчетов 

можно повысить, повысив контрастность изображе-

ния. Для проверки этой гипотезы был повышен кон-

траст изображения методом адаптивного выравни-

вания гистограммы. Используем алгоритм ограни-

ченного повышения контраста (CLAHE), который 

наиболее устойчив к шумам изображения [7]. Алго-

ритм также имплементирован в библиотеке OpenCV, 

ключевым параметром является порог ограничения 

контраста.  
Проводились исследования со значениями по-

рога от 5 до 200. Установлено, что значение порога в 

пределах 20…50 приводит к повышению точности 

расчета смещения, порог в пределах 50…150 одина-

ково хорошо работает на однородных ортогональ-

ных перемещениях. Результаты исследований влия-

ния фильтра контраста на слабоконтрастных изоб-

ражениях показаны на рис. 5. Пороговое значение от 

150 до 200 дает прирост точности на неортогональ-

ных перемещениях. Принято значение этого пара-

метра, равное 200. 
 

 
Рис. 5. Оценка эффективности повышения контраста  

на изображениях со слабым контрастом 
 

В целях определения оптимальных параметров 

алгоритма также проведены исследования влияния 

параметров алгоритма на конечную точность. Уста-

новлено, что большинство параметров, таких как 

масштаб пирамид, число слоев и размер окрестно-

сти пикселя, заданных по умолчанию, обеспечивают 

максимальную точность работы алгоритма. Ключе-

вым параметром, влияющим на точность и скорость 

работы, является число итераций.  
Ниже приведены результаты эксперимента по 

определению оптимального количества итераций. 

Эксперимент проведен на контрастном изображении 

с числом итераций от 1 до 30. На рис. 6 представлен 

график зависимости ошибки от количества итераций 

вычисления. По оси X – номер кадра, по Y – усред-

нённое расчетное смещение. Истинное смещение в 

этом эксперименте 5 пикселей. Видно повышение 

точности расчета при увеличении числа итераций и 

повышение устойчивости к резкому изменению об-

щего фона изображения. Между 23 и 27 кадром в 

поле камеры попадает область, отличающаяся от 

основной (пятно на поле). Это приводит к времен-

ному снижению точности работы алгоритма, что 

выражается в заниженном рассчитанном значении 

смещения. 
 
Усредненное расчетное смещение 

 
Номер кадра          

Рис. 6. График зависимости расчётной величины  
смещения от количества итераций алгоритма 

 

Количество итераций ключевым образом влияет 

на время вычисления, поэтому выбор данного пара-

метра важен при практическом применении алго-

ритма и реализации системы управления на базе 

аппаратных систем с ограниченными возможностя-

ми по скорости вычислений с плавающей точкой. 

Оценим скорость работы алгоритма при разном ко-

личестве итераций (рис. 7). На графике по оси Х – 

номера кадров, по осям Y – усредненное расчетное 

смещение в пикселях и время работы алгоритма в мс. 
 

      Смещение, пиксель                                  Время, мс 

 
Кадры 

Рис. 7. Взаимосвязь числа итераций и времени расчета:  
 – смещение;  -------  – время 

 
Как видно, точность расчета повышается 

асимптотически, и после 15 итераций прирост точ-

ности снижается. Предполагается, что точности по-

рядка 0,5 пикселя будет достаточно для построения 

приблизительного пути в отсутствие других спосо-

бов геопозиционирования. При затратах времени  
60 мс на кадр будет обеспечена частота 16 кадров в 

секунду. При необходимости имеется большой запас 

времени, так как для задач позиционирования про-

цедуру расчета можно проводить 1 раз в секунду и 

даже реже при небольших скоростях перемещения 

или большой высоте.  
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Таким образом, установлено, что число итера-

ций алгоритма Фарнбека наиболее сильно влияет 

как на время работы алгоритма, так и на точность 

расчета истинного смещения. Как было показано 

выше и как видно из рис. 6 и 7, оптимальное по вре-

мени и точности число итераций – 17. 
Заключение 
В результате проведенной работы были пред-

ставлены результаты сравнения двух алгоритмов – 

Лукаса–Канаде и Фарнбека, а также проведена оп-

тимизация алгоритмов оптического потока для при-

менения в системе управления техническими систе-

мами. Оптимизация позволила улучшить эффектив-

ность и точность алгоритмов, что обеспечивает бо-

лее надежное управление техническими системами.  
Был проведен ряд экспериментов, которые под-

твердили эффективность предложенных мероприя-

тий по оптимизации. В частности, было показано, 

что использование оптимизированных алгоритмов 

позволяет повысить точность определения положе-

ния объектов в пространстве и улучшить реакцию 

системы на внешние воздействия. 
Таким образом, результаты данной работы мо-

гут быть использованы для усовершенствования 

систем управления техническими системами, в том 

числе в области робототехники, автономных транс-

портных средств и других областях, где требуется 

обработка данных с камер и управление объектами в 

реальном времени. 
Работа выполнена при финансовой поддержке 

Министерства науки и высшего образования Рос-

сийской Федерации в рамках государственного зада-

ния (проект № FZGM-2023-0011). 
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Особенности разработки полносвязных нейросетей для решения 
задачи оценивания липофильности органических соединений 

 
Оценка липофильности малых органических соединений играет ключевую роль в разработке и оптимизации 

новых лекарственных препаратов. К сожалению, экспериментальные методы требуют значительных временных 

и материальных затрат, включая использование лабораторного оборудования и реагентов. Кроме того, для полу-

чения достоверных результатов часто требуется ручная проверка и корректировка данных, что увеличивает тру-

доемкость процесса. В отличие от этого, компьютерные методы, такие как машинное обучение, предлагают бо-

лее быстрые и менее ресурсоемкие способы оценки липофильности, которые позволяют эффективно обрабаты-

вать большие объемы данных, адаптироваться к сложным зависимостям между структурой молекулы и ее ли-

пофильностью. Разработка нейросетевых моделей для решения задачи оценивания липофильности является не-

простой задачей в связи с недостаточным количеством экспериментальных данных и дороговизной их получе-

ния, а также высокими вычислительными затратами при использовании графовых нейросетевых моделей. В 

данной работе представлен анализ наиболее популярных способов описания химических структур в контексте 

поставленной задачи с целью их использования для построения полносвязных нейросетевых моделей, являю-

щихся менее требовательными к объему обучающих данных. На основе проведенного анализа выбираются 

признаки, наилучшим образом описывающие органические соединения из открытого набора данных о липо-

фильности, собранных из базы данных ChEMBL. Проводится поиск оптимальной архитектуры нейросетевой 

модели для выбранных в результате анализа признаков. 
Ключевые слова: моделирование, нейросеть, липофильность, хемоинформатика. 
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Оценка липофильности малых органических 

соединений играет ключевую роль в разработке и 

оптимизации новых лекарственных препаратов. Ли-

пофильность, представляющая собой способность 

молекулы распределяться между водной и липидной 

фазами, является одним из наиболее важных физи-

ко-химических параметров, влияющих на адсорб-

цию, распределение, метаболизм, выведение и ток-

сичность (ADMET) биоактивных молекул. Этот па-

раметр необходим для понимания механизма про-

никновения лекарственных средств через биологи-

ческие мембраны, их связывания с белками крови и 

рецепторами, а также их общей биологической ак-

тивности [1].  
Поскольку традиционные методы оценки липо-

фильности, такие как метод «тряски с флаконом», 

могут быть трудоемкими и ограниченными в при-

менении, современные подходы, особенно методы 

машинного обучения и нейросетевые модели, пред-

ставляют большой интерес для исследователей [2, 

3]. Использование методов машинного обучения 

становится все более популярным благодаря их спо-

собности эффективно обрабатывать большие объе-

мы данных, адаптироваться к сложным зависимо-

стям между структурой молекулы и ее липофильно-

стью, а также предоставлять более точные и надеж-

ные прогнозы липофильности на основе компью-

терных методов. Эти технологии обеспечивают зна-

чительное ускорение процесса открытия и разработ-

ки новых лекарственных средств, позволяя исследо-

вателям оптимизировать молекулы с желаемыми 

свойствами еще до их синтеза в лаборатории.  
В задаче оценки липофильности органических 

соединений с помощью методов машинного обуче-

ния, особенно нейросетевых моделей, был достиг-

нут заметный прогресс. Например, исследование, 

опубликованное в журнале Journal of Cheminfor-
matics [4], представляет собой работу, в которой бы-

ла разработана и применена нейросетевая модель 

для предсказания липофильности и водораствори-

мости молекул, в которой каждое химическое со-

единение представлялось в виде математического 

графа. Также в работе [5] было описано использова-

ние глубоких нейросетевых моделей на основе ар-

хитектуры «трансформер» для прогнозирования мо-

лекулярных свойств. В работах [6, 7] представлено 

применение так называемого «переноса знания» с 

предобученных моделей, а также предложены новые 

архитектуры для нейросетевых моделей, использу-

ющих графовое представление химических соеди-

нений.  
Однако одной из главных проблем вышепере-

численных работ и большинства современных мето-

дов, использующих графовые нейронные сети, явля-

ется сложность в обработке и представлении хими-

ческих структур в форме графов, что требует значи-

тельных вычислительных ресурсов и специализиро-

ванных знаний в области хемоинформатики. Кроме 

того, эффективность таких моделей сильно зависит 

от точности и полноты входных данных, что стано-

вится серьёзным препятствием учитывая ограни-

ченность химических данных в фармакологии.  
Обычные полносвязные нейронные сети (Fully 

Connected, FC или Dense Networks) с правильным 

выбором представления химических соединений 

могут предложить альтернативный подход к оценке 

липофильности. Важным аспектом здесь является 

выбор подходящих химических дескрипторов или 
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признаков, которые могут включать физико-хими-
ческие свойства, структурные характеристики и 

другие молекулярные параметры.  
Правильно подобранные признаки могут значи-

тельно упростить задачу для полносвязных нейросе-

тевых моделей, уменьшая требования к объёму дан-

ных и обеспечивая высокую точность предсказаний 

даже при работе с ограниченными датасетами. 
Постановка задачи 
Настоящая статья фокусируется на задачах и 

особенностях разработки эффективных нейросете-

вых моделей для оценки липофильности, что явля-

ется ключевым элементом в разработке новых фар-

мацевтических препаратов и химических соедине-

ний. Процесс создания и настройки таких моделей 

включает в себя несколько ключевых этапов [8, 9]:  
1. Предварительная обработка данных. Вклю-

чает очистку и нормализацию данных, преобразова-

ние химических структур в формат, пригодный для 

машинного обучения. 
2. Отбор и оценивание значимости признаков, 

описывающих химические соединения. Выбор ха-

рактеристик молекул, которые в наибольшей степе-

ни влияют на липофильность, а также исключение 

избыточных или нерелевантных данных. 
3. Подготовка данных к обучению. Этап содер-

жит задачи  разбиения данных на обучающую и те-

стовую выборки, а также определение целевой пе-

ременной для модели. 
4. Разработка и оптимизация модели нейросети. 

На этом этапе осуществляется выбор архитектуры 

нейросети, определяются размерности входных и 

выходных слоев, проводится подбор гиперпарамет-

ров, включая количество и структуру скрытых сло-

ев, параметры активации и критерии остановки обу-

чения.  
Целью данного исследования является анализ 

влияния выбора признаков, описывающих химиче-

ские структуры, на процесс разработки нейросете-

вой модели, оценивающей липофильность малых 

органических соединений. 
В процессе разработки нейронных сетей часто 

применяются язык программирования Python [8, 10], 

а также созданные с его помощью инструменты для 

обработки массивов данных, хранящих химическую 

информацию. Учитывая широкое распространение 

таких инструментов, будут использованы следую-

щие библиотекаи и API (интерфейс программирова-

ния приложений): 
1. Открытая библиотека для обработки химиче-

ских данных в хемоинформатике RDKit [10]. 
2. Библиотека Numpy, ориентированная на эф-

фективную работу с многомерными массивами [12]. 
3. Библиотека Pandas, предлагающая функцио-

нальность для детального анализа табличных дан-

ных [13]. 
4. Библиотеки Matplotlib и Seaborn для постро-

ения 2D-диаграмм и графиков [14, 15]. 
5. TensorFlow, предоставляющий развитый API 

для разработки нейросетевых моделей [16]. 

Исходные данные 
Для обучения нейросетей был выбран откры-

тый набор данных о липофильности, собранных из 

базы данных ChEMBL, содержащей информацию о 

химических соединениях и их биологических ак-

тивностях [17].  
В наборе данных ChEMBL каждая молекула 

описана с помощью строки SMILES (Simplified Mo-

lecular Input Line Entry System), являющейся спосо-

бом однозначного описания состава и структуры 

молекулы химического вещества с использованием 

строки символов ASCII. Строки SMILES использу-

ются как входная информация, на основе которой 

происходит в дальнейшем вычисление молекуляных 

признаков, предоставляющих количественную ин-

формацию о молекулах. Вместе с SMILES-нотацией 

для каждой молекулы указано значение липофиль-

ности, которое является мерой того, насколько хи-

мическое соединение способно растворяться в жи-

рах, маслах и неполярных растворителях. Важной 

характеристикой набора данных ChEMBL является 

его разнообразие: он содержит множество различ-

ных типов молекул, что позволяет моделям машин-

ного обучения учиться распознавать широкий 

спектр химических структур.  
Липофильность является безразмерной лога-

рифмической величиной и обычно лежит в диапа-

зоне от –2 (крайне гидрофильная молекула) до 5 

(крайне липофильная) [18].  
Набор данных имеет следующие характеристики: 
• 4 200 органических соединений. 
• Среднее значение липофильности равняется 

2,18. 
• Стандартное отклонение липофильности рав-

няется 1,20. 
График распределения значений липофильно-

сти соединений изображен на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. График распределения липофильности в данных 

ChEMBL 
 

Весь набор данных будем разделять случайным 

образом на обучающую и тестовую выборки в соот-
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ношении 90:10, где первая будет использоваться 

непосредственно для обучения и кроссвалидации 

нейронной сети, а последняя – для её финального 

тестирования [9, 10]. Метод кросс-валидации позво-

ляет оценить, как модель будет работать на данных, 

которые не использовались в процессе обучения, с 

помощью разбиения исходных обучающих данных 

случайным образом на несколько подмножеств. 

Данный процесс повторяется некоторое количество 

раз, и для каждой итерации одно из подмножеств 

используется в качестве валидационного набора, а 

оставшиеся подмножества – в качестве обучающего 

набора. Основная функция валидационного набора – 

предотвратить переобучение и помочь в выборе под-

ходящих гиперпараметров, к которым могут отно-

ситься: степень регуляризации, скорость обучения 

или количество нейронов в скрытом слое нейронной 

сети. 
Для воспроизводимости результатов кросс-

валидации был зафиксирован random seed, равный 

42. Random seed – это начальное значение генерато-

ра случайных чисел, которое используется в каче-

стве исходной точки для создания последовательно-

сти случайных чисел. Фиксирование значения 

random seed обеспечивает, что разбиение данных, 

инициализация весов модели и другие элементы, 

использующие генератор случайных чисел, будут 

одинаковыми при каждом запуске модели. 
Для задачи предсказания липофильности LogP, 

которая является задачей регрессии, оптимальным 

вариантом выбора метрики обычно является средняя 

квадратическая ошибка (Mean Squared Error, MSE) 

или корень из средней квадратической ошибки (Root 

Mean Squared Error, RMSE) [17]: 

2

1

1
ˆRMSE ( )

N

i
y y

N 

  ,                       (1) 

где 𝑦 – экспериментальные значения липофильности 

LogP, 𝑦̂ – предсказанные моделью значения липо-

фильности. 
В данной работе мы возьмем как основную 

метрику корень из средней квадратической ошибки 

(1) из-за её лучшей интерпретации по сравнению с 

MSE. Такой выбор объясняется тем, что ошибка 

RMSE выражается в исходных единицах измерения 

липофильности LogP, являющейся логарифмиче-

ской величиной. 
Выбор пространства признаков 
В хемоинформатике для количественного опи-

сания молекул обычно используются различные ти-

пы химических дескрипторов и отпечатков 

(fingerprints) [19]. Эти признаки помогают в анализе 

и сравнении молекулярных структур, а также в 

предсказании их свойств и биологической активно-

сти. Вот некоторые из наиболее часто используемых 

признаков:  
 Молекулярные дескрипторы. Молекулярный 

вес, количество водородных доноров и акцепторов, 

площадь поверхности молекулы, момент инерции  
и т.д. 

 MACCS keys. Стандартный набор из 166 би-
тов, представляющих наличие или отсутствие опре-
деленных химических структур или паттернов в мо-
лекуле. 

 Extended Connectivity Fingerprints (ECFP). От-
печатки, основанные на структуре молекулы, кото-
рые учитывают окружение каждого атома.  

 Continuous Distributed Description of Drug-like 
molecules (CDDD). Метод представления молекул, 
основанный на использовании глубокого обучения 
для преобразования молекулярных структур в не-
прерывное векторное пространство [20]. 

Несмотря на то, что есть набор наиболее часто 
используемых признаков, нельзя заранее знать какой 
из вышеописанных признаков подходит наилучшим 
образом. Признаки должны быть выбраны таким 
образом, чтобы модель могла делать предсказания 
не только для молекул в обучающем наборе данных, 
но и для новых, ранее не встречавшихся соедине-
ний. В идеале признаки должны не только способ-
ствовать точности предсказаний, но и быть интер-
претируемыми, чтобы обеспечить понимание того, 
какие молекулярные характеристики влияют на ли-
пофильность. Это особенно важно в фармацевтиче-
ской индустрии для понимания механизмов дей-
ствия лекарств. Как видим, это сложная и потому 
неоднозначная задача. Поэтому с целью ее конкре-
тизации и, следовательно, снижения трудностей по-
иска решения ограничимся выбором признаков, 
обеспечивающих наилучшее качество предсказания 
модели на тестовых данных. 

Отбор молекулярных признаков  
по значимости 

Проверка молекулярных дескрипторов на кор-

реляцию является важным шагом в процессе анали-

за данных в хемоинформатике и машинном обуче-

нии [21]. Это делается по причинам того, что в слу-

чаях, когда несколько признаков несут почти одина-

ковую информацию, это может привести к неста-

бильности коэффициентов модели и ухудшению ее 

способности к предсказанию на ранее не виданных 

молекулах. Кроме того, уменьшение размерности 

приводит к лучшей интепретации работы модели и 

может улучшить производительность модели, сни-

зив вычислительные затраты.  
Для оценки корреляции признаков будет ис-

пользоваться линейный коэффициент корреляции 
Пирсона в связи со своей вычислительной просто-
той, что важно при работе с большим набором дан-
ных. Кроме того, в вычислительной химии молеку-
лярные признаки типа площади поверхности поляр-
ности, количество водородных доноров и акцепто-
ров и других структурных характеристик линейно 
зависят друг от друга. Вдобавок данный способ 
оценки корреляции легко интерпретировать в связи с 
наличием четкой шкалы от –1 до 1, где значения, 
близкие к 1 или –1, указывают на сильную положи-
тельную или отрицательную линейную зависимость 
соответственно 

В качестве молекулярных дескрипторов будут 

взяты следующие признаки [19, 21, 22]: 
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 Молекулярный вес. 
 Средний молекулярный вес.  
 Количество донорно-акцепторных связей.  

4 значения. 
 Количество вращающихся химических свя-

зей, амидных связей. 
 Количество всех атомов, тяжелых атомов, ге-

тероатомов. 3 значения. 
 Доля атомов углерода с sp3-гибридизацией. 
 Количество алифатических и ароматических 

циклов, карбоциклов и гетероциклов. 8 значений. 
 Количество спироатомов, мостиковых атомов, 

стереохимических центров. 4 значения. 
 Топологическая площадь молекулы и пло-

щадь молекулы, доступная для растворения.  
 Молекулярная липофильность и рефракция, 

вычисленные на основе метода Уилдмана–Криппе-
на. 2 значения. 

 Дескрипторы связности. 15 значений. 
В итоге количество молекулярных признаков 

равняется 43 значениям.  
Как отмечалось ранее, проверка молекулярных 

дескрипторов на корреляцию является важным ша-

гом в процессе анализа данных. Кроме того, некото-

рые признаки, как молекулярный вес и средний мо-

лекулярный вес, могут быть взаимосвязаны. Для 

отбрасывания корреляции в данных была составлена 

корреляционная матрица всех 43 признаков. 

Корреляционная матрица с коэффициентами 

корреляции Пирсона была составлена с помощью 

библиотек Pandas, matplotlib и seaborn.  
На рис. 2 и 3 изображены корреляционные мат-

рицы для первых 24 и оставшихся 19 признаков со-

ответственно.  
В представленных матрицах цвет ячейки, со-

держащей коэффициент, указывает на степень кор-

реляции признаков: более темная ячейка означает 

более высокий коэффициент. 
Были исключены следующие признаки, имеющие 

значение коэффициента корреляции выше 0,9: 
1.  CrippenMR. Молекулярная рефракция. 
2.  NumAtoms, NumHeavyAtoms. Количество 

всех атомов и количество тяжелых атомов. 
3.  NumSaturatedRings. Количество насыщенных 

циклов. 
4.  AMW. Средний молекулярный вес. 
5.  labuteASA, TPSA. Топологическая площадь 

молекулы и площадь молекулы доступная для рас-

творения. 
6.  Phi, chi0n, chi0v, chi1n, chi1v, chi2n, chi2v, 

chi3n, chi3v, chi4n, chi4v, kappa1, kappa2, kappa3. 

Дескрипторы связности, исключая hallKierAlpha. 
В итоге количество молекулярных признаков 

снизилось до 21 значения. Их корреляционная мат-

рица представлена на рис. 4. 

 

 
Рис. 2. Матрица корреляции первых 24 признаков 
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Рис. 3. Матрица корреляции 19 признаков 

 
Химические отпечатки и ключи 
Химические отпечатки (ECFP) и ключи 

(MACCS keys) являются популярными в хемоин-

форматике в связи с учетом ими химической струк-

туры молекулы, включая информацию о её атомах и 

связях и легкости интерпретирования в случае с 

MACCS.  
Оценка корреляции обычно не является стан-

дартной практикой в случае данных признаков в 

связи с тем, что ECFP и MACCS обычно представ-

ляются в бинарном формате, где каждый бит отра-

жает присутствие или отсутствие определенного 

химического фрагмента или паттерна. Также прин-

цип генерации ECFP подразумевает, что каждый бит 

в отпечатке несет уникальную информацию, и кор-

реляция между битами может быть не особенно ин-

формативной. 
Размерности ECFP и MACCS равняются 2 048 и 

166 значениям соответственно. 
CDDD-признаки 
CDDD-признаки (Continuous Distributed Des-

cription of Drug-like molecules) стали популярными в 

хемоинформатике в связи с представлением молеку-

лы в виде непрерывных векторов, которые кодируют 

богатую информацию о молекулярной структуре и 

свойствах, что позволяет уловить более тонкие ню-

ансы химических соединений.  
В отличие от традиционных химических отпе-

чатков, CDDD-признаки являются непрерывными и 

могут быть подвержены корреляционному анализу. 

Это позволяет выявить линейные зависимости меж-

ду различными признаками и снизить размерность 

данных. 
По умолчанию количество CDDD-признаков 

равняется 512, и изображение их корреляционной 

матрицы является непростой задачей. В результате 

вычисления коэффициентов корреляции было выяв-

лено 16 признаков, которые были исключены. Таким 

образом, размерность была незначительно снижена 

до 496 значений. В отличие от вышеуказанных при-

знаков интепретация CDDD затруднительна, так как 

каждый признак является некоторой точкой в  
512-мерном пространстве и не связан напрямую с 

некоторым химическим фрагментом или паттерном. 
Выбор основных признаков и параметров 

процесса обучения 
Процесс обучения нейронной сети связан не 

только с выбором пространства признаков, но с вы-

бором таких условий, которые обеспечат наилучшее 

качество работы полученной модели на тестовом 

множестве, т.е. позволят избежать переобучения.  
В качестве основной модели будет выбрана 

полносвязная нейронная сеть, входная размерность 

которой будет зависеть от выбранного пространства 

признаков, а количество скрытых слоев будет рав-

няться двум, размерность же выходного слоя будет 

равняться одному нейрону в связи с необходимо-

стью предсказания лишь одного значения липо-

фильности. Первый скрытый слой будет включать в 

себя 64 нейрона, а второй скрытый слой будет со-
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стоять из 32 нейронов. В виде активационной функ-

ции скрытых нейронов была выбрана ограниченная 

линейность (ReLU – Rectified Linear Unit), одним из 

главных преимуществ которой является уменьшение 

эффекта затухающего градиента, что часто встреча-

ется в глубоких сетях с сигмоидными или тангенци-

альными функциями активации. В качестве оптими-

затора был выбран Adam (Adaptive Moment Estima-

tion), преимуществом которого является адаптация 

скорости обучения для каждого параметра [9, 22].  
 

 
Рис. 4. Матрица корреляции оставшихся молекулярных признаков 

 
Такая архитектура выбранной полносвязной 

нейронной сети обусловлена своей вычислительной 

простотой и задачей избежать переобучения, чего 

нельзя сказать о графовых нейронных сетях, кото-

рые имеют на порядок больше параметров для обу-

чения. Наличие большего количества параметров 

для обучения требует большого количества обучаю-

щих данных, что часто является проблемой в хемо-

информатике, где сбор данных является дорогосто-

ящим процессом [9, 19, 21]. 
В табл. 1 представлены получившиеся результа-

ты при использовании различных признаков. 
Как видно из результатов, отбрасывание корре-

лированных признаков для молекулярных и CDDD-
признаков привело к увеличению значения валида-
ционного и тестового RMSE. Причин у этого явле-
ния может быть несколько [9, 19, 23, 24]. 

1.  Потеря информации. Коррелированные 
признаки, несмотря на их взаимную связь, могут 
содержать уникальную информацию, важную для 
предсказания целевой переменной. Удаление этих 
признаков приводит к потере этой информации, что 
может снизить точность модели. 

Т а б л и ц а  1  
Результаты при использовании различных признаков 

Вид  
признаков 

Кроссвалидационное 

RMSE 
Тестовое 

RMSE 
На основе всех признаков 

Молекулярные  
признаки 0,855±0,025 0,832 

ECFP 2048 bits 0,840±0,040 0,735 
MACCS 0,836±0,010 0,808 
CDDD 0,683±0,022 0,650 

После отбрасывания коррелированных признаков 
Молекулярные  

признаки 0,880±0,020 0,858 

CDDD 0,685±0,012 0,668 
 
2.  Сложность модели. Нейросетевые модели 

способны извлекать и комбинировать информацию 
из признаков сложным образом. Даже если признаки 
коррелируют между собой, сеть может научиться 
использовать эту корреляцию для улучшения пред-
сказаний. 

3.  Важность признаков. В контексте молеку-

лярных и химических свойств некоторые коррели-

рованные признаки могут быть особенно важны для 
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предсказания липофильности. Отбрасывание этих 

признаков может исключить критически важные 

аспекты молекул, необходимые для точного предска-

зания. 
Таким образом, наилучшие результаты получа-

ются при использовании CDDD-признаков, без  
отбрасывания коррелированных.  

Определение архитектуры нейронной сети 
Для определения наилучшей архитектуры 

нейронной сети в смысле значения тестового RMSE 

и выбранных CDDD-признаков будем использовать 

поиск по сетке (Grid Search), где будем последова-

тельно перебирать количество нейронов в обоих 

скрытых слоях, начиная с 1 нейрона до 256 [25]. 

Ограниченность данного диапазона связана с вы-

числительными затратами на обучение сети, возрас-

тающими при увеличении количества нейронов. 
Результаты поиска представлены на рис. 5. Как 

видно из него, наименьшее значение кросс-валида-
ционной RMSE достигается при 227 нейронах в 

обоих скрытых слоях и равняется 0,652. Значение же 

тестовой RMSE равняется 0,610, что ниже, чем зна-

чение, получаемое при использовании базовой архи-

тектуры, на 6,3%.  
 

Кросс-валидация, RMSE 

 
Количество нейронов 

Рис. 5. График зависимости кроссвалидационной RMSE 
от количества нейронов в скрытых слоях 

 
Сравнение с существующими решениями 
Существующие решения в области машинного 

обучения для решения задачи предсказания липо-

фильности представлены большей частью графовы-

ми нейронными сетями, что является проблемой в 

случае недостатка обучающих данных либо вычис-

лительных ресурсов. Предлагаемое же решение, как 

было отмечено ранее, является менее требователь-

ным к объёму обучающему данных и вычислитель-

ных мощностей. Для сравнения предложенного ре-

шения с существующими использовались результа-

ты, полученные авторами статьи, где использовался 

идентичный набор данных ChEMBL [17]. Предло-

женное решение сравнивалось со следующими мо-

делями: 
1.  MPNN (Message Passing Neural Network):  

тип графовой нейронной сети, основанный на идее 

передачи сообщений между узлами в графе [26]. 
2.  Weave: тип графовой сети, использующий 

глобальные свертки для вычисления признаков, опи-

сывающих структуру молекулы [27]. 
3.  GCN (Graph Convolutional Network): класси-

ческая графовая нейронная сеть, использующая ло-

кальные свертки для вычисления молекулярных 

признаков [27]. 
4.  XGBoost (eXtreme Gradient Boosting): модель 

градиентного бустинга на деревьях решений [28]. 
Сравнивая предложенное решение с существу-

ющими, важно отметить, что полученный результат 

тестовой RMSE ниже, чем лучший результат, полу-

ченный авторами вышеуказанной статьи, на 7%, 

который равняется 0,655 [17]. Результаты тестовых 

RMSE для всех моделей представлены в табл. 2. 
 

Т а б л и ц а  2     
Результаты сравнения с аналогами 

Модель Тестовое RMSE 
Предложенное решение 0,610 

MPNN 0,757 
Weave 0,734 

XGBoost 0,799 
GCN 0,655 

 
 

Заключение 
Результаты исследования, посвященного выбо-

ру признаков для предсказания липофильности с 

использованием молекулярных дескрипторов, ECFP, 

MACCS и CDDD, демонстрируют превосходство 

CDDD-признаков. Оптимизация архитектуры нейрон-
ной сети с учетом CDDD-признаков, особенно в ча-

сти количества нейронов в скрытых слоях, позволи-

ла достигнуть высокой точности предсказаний. Дан-

ная модель показала результаты, превосходящие те, 

что были получены с использованием исходной мо-

дели авторов датасета по липофильности. Это под-

черкивает значимость тщательного подбора призна-

ков и архитектуры модели для повышения ее пред-

сказательной  способности  в  химических  исследо-

ваниях. 
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