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Рассмотрено применение метода Прони для обработки цифровых данных в скользящем окне. Изложены этапы 

алгоритма, приведены основные уравнения. На модельном примере показаны особенности построения спектров 
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Цифровая обработка и анализ сигналов находят 

в последнее время всё более широкое применение. 

Связь, медицина, построение систем безопасности и 

многие другие области жизни людей немыслимы без 

цифровых данных, что обусловливает актуальность 

поиска новых методов обработки таких данных. 

Среди методов цифровой обработки можно вы-

делить методы спектрального оценивания (анализа). 

Методы спектрального анализа – это широко 

распространённый подход к цифровой обработке, 

позволяющий выделять отдельные частоты в спектре 

измеряемого сигнала [1]. Такие методы оперируют 

оценками спектральной плотности энергии и иными 

спектральными параметрами. Спектральный анализ 

может решать разные задачи. Например, можно ис-

пользовать метод для обнаружения сигнала, можно с 

помощью спектрального анализа выделить признаки, 

несущие информацию об изменении состояния ис-

точника сигнала, и пр. [2]. 

Обработка сигнала подразумевает использова-

ние конечной цифровой последовательности. Свой-

ства сигналов априори, как правило, неизвестны, и 

определение этих свойств на конечном отрезке за-

трудняется наличием шумов и помех. Поэтому в ра-

боте внимание уделено не только выбору и описанию 

метода, но и параметрам окна обработки. Рассмот-

рены суть метода моделирования выборочных дан-

ных в виде линейной комбинации экспоненциальных 

функций, известного как метод Прони [1], некоторые 

особенности применения этого метода, результаты 

опыта применения и некоторые практические прило-

жения преобразования. 

Метод Прони 

Существуют различные инструменты, позволя-

ющие извлекать информацию о частотном составе 

сигналов. В качестве примера можно привести пре-

образование Фурье, метод Гильберта–Хуанга, S-пре-

образование, метод Прони. Теоретический анализ 

возможностей отдельных методов и сравнение их 

приводятся, например, в работе [2]. 

Метод Прони [3] выделяется среди других мето-

дов спектрального анализа тем, что является методом 

поиска модели сигнала на основе минимизации 

ошибки моделирования, поэтому в литературе его ча-

сто называют методом наименьших квадратов Прони 

[1, 2]. Это делает его перспективным для ряда иссле-

довательских задач, в том числе – при необходимости 

обрабатывать небольшие отрезки числовых рядов [1]. 

Преобразование Прони (ПП) позволяет находить па-

раметры сигнала и строить его спектр. При этом 

кроме обычных для преобразования Фурье парамет-

ров – амплитуд и цифровых частот – на выходе ПП 

получаются также фазы и коэффициенты затухания. 

Рассмотрим суть метода. Основой ПП является 

разложение функции в ряд, слагаемыми которого яв-

ляются комплекснозначные экспоненты. Число сла-

гаемых ряда в методе Прони не зависит ни от шага 

наблюдений, ни от интервала обработки и определя-

ется только значениями ряда. 

Допустим, что есть n–1 значений временного 

ряда x(i). Также есть диапазон наблюдаемых данных 

от 1 до N и число n такое, что 1≤ n ≤ N во временном 

интервале Т. В этом случае будем искать значение x(n) 

как сумму из p слагаемых (эту сумму иногда  

называют – p-членной моделью комплексных экспо-

нент [1]): 

( 1)
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Все величины в формуле (1) в общем случае ком-

плексны. Комплексные амплитуды hk и комплексные 

параметры zk определяются выражениями: 

 exp( ), exp[( 2 )]k k k k k kh A j z j f      ,  (2) 

где A, θ, α, f – это амплитуда, фаза (в радианах), зату-

хание (в с–1) и частота (в Гц) k-го слагаемого соответ-

ственно. 

Для рядов из действительных чисел ряд (1) при-

нимает вид 

/2

1

( ) 2 [α ( 1) ]cos[2 ( 1) θ ].exp
p

k k k k
k

x n A n T f n T


      (3) 

Ряд в формуле (3) по сравнению с рядом (2) 

имеет усеченный характер. Членов ряда становится в 

два раза меньше (p/2 вместо p) в силу комплексной 

сопряженности слагаемых. 
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С точки зрения вычислительной ПП разбивается 

на три шага (четвёртый шаг, необязательный в тради-

ционном ПП, – это вычисление спектральной плот-

ности энергии (СПЭ)).  

На первом шаге определяются параметры линей-

ного предсказания (подгонка данных). На втором 

шаге из коэффициентов линейного предсказания 

формируется полином, корни которого  zk  уже позво-

ляют проводить анализ свойств исследуемого сиг-

нала. В этом смысле второй шаг во многих наших 

расчётах был последним.  

Кроме того, полученные корни однозначно опре-

деляют коэффициенты затухания и частоты синусоид 

для каждого экспоненциального члена.  

Наконец, на третьем шаге ищутся значения hk 

как решение системы линейных уравнений. Это даёт 

оценки амплитуд и фаз синусоид ряда (3). 

Рассмотрим эти этапы несколько более по-

дробно, следуя [1]. 

Уравнение (1) – это прогноз значения x(n) по 

сумме из p значений, 1 < p < N, N – общее число зна-

чений, n – текущее значение. 

Выпишем сумму квадратов ошибки этого про-

гноза 

   2
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Для решения задачи подгонки параметров оце-

нивания нужно найти минимум квадрата ошибки (4). 

Это сводится к минимизации сразу по трём парамет-

рам – hk, zk и числу p. Для примера в работе [1] рас-

смотрена модель с одной экспонентой и показано, что 

даже в таком простейшем случае поиск  

минимума (4) сводится к существенно нелинейной 

задаче.  

Вклад Прони в решение этой нелинейной задачи 

как раз и состоял в том, чтобы заменить нелинейные 

соотношения (1) такой системой уравнений, в кото-

рой значение выборки данных x[n] линейно зависит 

от предыдущих p значений.  

Запишем эту линейную зависимость в матрич-

ной форме  

 T×A=-X.  (5) 

Здесь квадратная Тёплицева матрица T имеет 

размерность pp, вектор коэффициентов линейного 

предсказания А имеет размерность p1, а X – наблю-

денные данные xi в следующей точке –  также p1. 

Приведём для ясности и удобства первые две 

строки уравнения (5): 
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. . . . . . . . .
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Решение системы (5) доставляет нам числа ai – 

это коэффициенты характеристического многочлена 

Прони (6). Это и есть первый шаг алгоритма, его пер-

вый крупный этап. 

На втором шаге ищутся корни полинома, сфор-

мированного из чисел ai: 

 1 2[1] [2] . . . [ ] 0p p pz a z a z a p      .  (6) 

По найденным корням zi значения частот f и ко-

эффициентов затуханий α вычисляются следующим 

образом: 

 
1α ln | | / , с ;

arctg[Im( ) / Re( )] / (2 ), Гц.

i i

i i i

z T

f z z T



 
 (7) 

Здесь и ниже под arctg(y/x) подразумевается че-

тырехквадрантная встроенная функция MatLab 

atan2(y, x), возвращающая значения угла от –π до +π. 

После вычисления корней полинома наступает 

третий этап преобразования Прони. Он заключается 

в формировании элементов матрицы исходного урав-

нения (1), при этом используются корни, полученные 

на втором этапе. Выпишем полученное уравнение в 

матричной форме:  

  Z H X      (8) 

и приведем первые строки этого уравнения: 
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1 2

1
1 1 1
1 2 2

. . .
[1]

. . . [2]

. . .. .. . .

p

p

z z z h x

z z z h x

 
    
         

       
 

. 

Уравнение (8) решается относительно парамет-

ров h[1], ...., h[р].  Наконец, амплитуда Ai   и начальная 

фаза θi определяются по найденным значениям   hi  по 

формулам: 

 
| | , у.е.;

θ arctg[Im( ) / Re( )], рад.

k k

k k k

A h

h h




 (9) 

Итак, формулы (7) и (9) доставляют вычисление 

искомых параметров метода Прони – A, θ, α, f – ам-

плитуду, фазу, затухание и частоту каждого слагае-

мого уравнения (1). 

Для данной статьи вычисление корней Прони 

будет проводиться в MatLab (см., например, алгоритм 

в [4]). Кроме того, при вычислениях будут использо-

ваны программы на языке FORTRAN [1, 5], адапти-

рованные для использования в среде MatLab. 

Построение спектра Прони 

Несколько видов возможных спектров Прони 

может быть определено в зависимости от принятых 

допущений относительно вида колебаний вне интер-

вала наблюдения (в связи с этим см., например, в [6] 

понятия мгновенного и текущего спектров). Спектр 

Прони ниже определяется в терминах экспоненци-

альной аппроксимации x̂ [n], а не в терминах исход-

ной временной последовательности х[n]. 

Спектр можно строить, принимая допущение, 

что сумма экспонент определяется односторонней 

функцией или двухсторонней функцией. В зависимо-

сти от этого будет изменяться результат построения 

спектра. 

При определении модели односторонней функ-

цией спектральная плотность энергии (СПЭ) будет 

определяться следующим выражением:  
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Значения f здесь определены на интервале частот 

–1/2Т ≤ f ≤ 1/2T. 

Такой спектр удобен для описания кратковре-

менных сигналов. 

При описании модели двусторонней функцией 

результирующая СПЭ будет иметь вид 

 
2

2 2
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где 2X̂   определяется следующим образом: 
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Автор [1] считает использование двусторонней 

функции более предпочтительным, так как незатуха-

ющая синусоида определяется в нем на бесконечном 

временном интервале.  

Некоторые преимущества спектра Прони 

относительно спектра Фурье.  

Модельный пример  

Спектральные представления используются в 

широком круге задач [6]. Для многих из них большое 

значение имеет точность построения спектра. 

Одним из преимуществ использования преобра-

зования Прони является более точная картина полу-

чаемого спектра, чем при использовании преобразо-

вания Фурье. 

Это преимущество обусловлено разницей под-

бора гармоник для этих преобразований. 

В преобразовании Фурье гармоники подбира-

ются в зависимости от количества отсчетов и шага 

обработки. Таким образом, мы имеем набор строго 

фиксированных частот для построения спектра. Од-

нако переданный для обработки ряд может иметь и 

частоты, не кратные полученным гармоникам. Так мы 

теряем при построении спектра часть информации. 

В преобразовании Прони гармоники рассчиты-

ваются исходя из точек значений переданного для об-

работки ряда. При таком подходе в спектре учитыва-

ются все частоты сигнала и потери информации не 

происходит.  

Эту разницу можно особенно четко проследить 

на примере функции с очень близкими значениями 

гармонических составляющих. Чтобы продемон-

стрировать это, проведем модельный эксперимент в 

среде Matlab.  

Ниже приведены данные, использовавшиеся в 

MatLab для построения отрезка временного ряда. Ряд 

составлен из двух затухающих сигналов с близкими 

частотами.  

Число отсчётов формируется следующим образом: 

t = 0:1:31 – 32 отсчета. 

Коэффициенты затухания экспонент: 

1att 0,1 ; 

2att 0,2 . 

Использованы следующие частоты гармониче-

ских составляющих: 

1 0,51f  ; 

2 0,56f  . 

Было проведено формирование следующего вре-

менного ряда: 

1 1 1att 2 ;s j f    

2 2 2att 2 ;s j f    

1 2exp exp( ) ( ).y ts s t   

Вид полученной функции y изображен на рис. 1. 
 

                     Амплитуда, у.е. 

 
                                                         Номер отсчета 

 Рис. 1. Модельная кривая 

 

По самому уравнению для y(t) видно, что коле-

бание формируется двумя слагаемыми – exp(s1) и 

exp(s2). Вычисление даёт exp( 1s )= –0,9031 – 0,0568i, 

exp(s2) = –0,7612 – 0,3014i.  

Для этой модельной кривой ПП выполняется 

при p = 2, т.е. достаточно двух членов ряда (1) для 

подгонки параметров (2). Значения корней полинома 

(6) равны при этом –0,9031 – 0,0568i и –0,7612 –  

– 0,3014i, что точно совпадает с входными данными. 

Для этой же кривой быстрое преобразование Фурье 

(БПФ) выполняется с получением 32 слагаемых ряда 

Фурье. На рис. 1 показаны исходный ряд (сплошная 

линия) и данные, восстановленные методом Прони 

(маркеры). Среднеквадратичная ошибка составила 

2,0584∙10–11.    

Построим спектры Прони и Фурье для модель-

ной функции (рис. 2).  

Несмотря на то, что для построения спектра 

Прони использовались всего два слагаемых – два 

корня полинома (6), точность спектра Фурье, постро-

енного по 32 слагаемым, хуже по следующим пара-

метрам. Во-первых, частота f = 0,51, заданная в мо-

дельной кривой, определена в точке f = 0,5, ошибка 

составляет 20%. Во-вторых, пик второго ко-лебания 

не локализован, что хорошо видно из рис. 2.  

Таким образом, использование преобразования  

Прони позволяет с большей точностью определять 

характерные для ряда данных частоты, сохранять на 

спектре больше деталей, что может быть существен-

но в задачах анализа и прогноза временных рядов. 
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В заключение данного раздела заметим, что оба 

спектра – Фурье и Прони – при построении не нор-

мировались. Кроме того, нужно подчеркнуть, что су-

ществуют и активно развиваются специальные мето-

дики для того, чтобы повышать разрешающую спо-

собность БПФ и других методов получения спек-

тральных оценок [2, 7]. 

 

 
Рис. 2. Спектры Фурье (штрихпунктирная линия)  

и Прони, построенные для модельной функции 

 

Некоторые практические приложения  

метода Прони для анализа биометрических  

сигналов 

Метод Прони может быть применен для разных 

целей. В частности, перспективным направлением 

его приложения может быть анализ биомедицинских 

сигналов.  

В работе [8] авторы используют метод Прони 

для моделирования эпилептического сигнала ЭЭГ. 

Авторы используют ПП для вычисления полюсов 

ЭЭГ-сигнала (корней полинома (6)). Полюсы сигнала 

записей ЭЭГ на фоне эпилептического припадка ис-

пользуются для моделирования этого расстройства. В 

случае эпилепсии появляются новые полюса, в то 

время как другие полюса исчезают по сравнению с 

нормальным сигналом ЭЭГ. Модель сигнала осно-

вана как на расположении полюсов, так и на их коли-

честве.  

Качественное моделирование патологических 

процессов, в том числе на основе ПП, в будущем мо-

жет помочь их изучению и, соответственно, поиску 

правильного лечения. В работе [9] на основе модифи-

каций ПП разрабатывается автоматизированная си-

стема для комплексной обработки медицинских дан-

ных. Такая система позволит обрабатывать лабора-

торные данные, отражающие состояние определен-

ной системы организма. Правильная обработка таких 

данных является важной частью диагностики.  

Метод Прони можно применять и в анализе сер-

дечных ритмов ЭКГ. Так, авторы статьи [10] демон-

стрируют применение дискретного преобразования 

Фурье, вейвлет-преобразования и метода Прони к за-

писям ЭКГ, обозначая результаты применения каж-

дого метода. Из преимуществ преобразования Прони 

авторы статьи выделяют возможность получения бо-

лее точных спектральных оценок для коротких по-

следовательностей данных, что находится в хорошем 

соответствии и с нашими  результатами. 

Возможно применение метода Прони и для об-

работки данных в биометрических системах безопас-

ности.  

Сейчас ведутся разработки, направленные на со-

здание систем идентификации, использующих в ка-

честве идентификатора ЭЭГ человека или проводя-

щих аутентификацию на ее основе [11–14]. Это дела-

ется с целью повышения безопасности систем иден-

тификации, ведь подобные данные нельзя незаметно 

украсть, подделать и передать на датчики в отсут-

ствие владельца. Одной из задач, которая встает пе-

ред исследователями, является уменьшение количе-

ства электродов ЭЭГ, требуемого для анализа и вер-

ной идентификации. Делается это при помощи ис-

ключения каналов, дающих избыточную или неопти-

мальную информацию. Вот именно в процедуре ис-

ключения каналов нам и может быть полезен метод 

Прони. 

Один из вариантов использования метода – вы-

явление мысленных коррелятов ЭЭГ при определен-

ных мыслительных процессах. Для решения этой за-

дачи были взяты данные из базы записей ЭЭГ ка-

федры высшей нервной деятельности МГУ [15]. На 

рис. 3 приводятся записи с электрода F3 (левое лоб-

ное отведение, система 10–20%) для состояния покоя 

и мысленного движения правой рукой. 

 

 
Рис. 3. Записи с электрода F3 

 

Эти записи можно назвать типичными, они не 

являются исключением. Проанализируем их. На ниж-

ней записи хорошо видны участки с выдержанными 

колебаниями приблизительно одной частоты, соот-

ветствующие альфа- или мю-ритмам (8–12 Гц). Это 

диапазон записи с 1,5 до 3 с. На верхней записи, про-

изведенной в состоянии покоя, таких почти моно-

хромных участков нет.  

Здесь под монохромной записью подразумева-

ется наличие одной преобладающей гармоники. Ме-

тод Прони позволяет сразу выявлять значение такой 

преобладающей частоты. Поэтому обработка велась 

следующим образом. Все записи обрабатывались, 

начиная со 2 с, весь диапазон обработки – 0,5 с, ши-

рина окна ПП – 50 точек (0,1 с), перекрытие окон – 

0,096 с.  
Располагая вычисленные корни Прони внутри 

единичной окружности для сигналов ЭЭГ, снятых 
при разных состояниях оператора (пациента), мы по-
лучаем разные карты распределения этих корней. 
При размере окна 50 точек и порядке ПП  p = 3 будет 

Относительная  

СПЭ, у.е. 

Доли частоты отсчетов 
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обнаружено два комплексно-сопряжённых корня и 
один вещественный. Для записи в состоянии мыслен-
ного представления движения в окне лежит одно ко-
лебание хорошо видимой частоты, близкой к альфа- 
(или мю-) ритму. Поэтому комплексный корень урав-
нения (6) будет лежать близко к оси абсцисс почти на 
единичной окружности. Для записи в состоянии по-
коя в окне вмещается несколько колебаний разной ча-
стоты, превышающей, как правило, частоту альфа-
ритма, тем самым комплексный корень уравнения (6) 
для этой записи будет расположен дальше от оси абс-
цисс, но также недалеко от границы единичной 
окружности. Для записей обоих типов третий корень – 
вещественный – характеризует затухание отрезка 
ЭЭГ в окне обработки и всегда лежит на оси абсцисс. 

Эти рассуждения иллюстрирует рис. 4, на кото-

ром представлено распределение корней для двух 

сигналов ЭЭГ, снятых с электрода F3: мысленного 

движения правой рукой и состояния релаксации. 

 
Рис. 4. Распределение корней Прони (черный цвет – мыс-

ленное движение правой рукой, серый цвет – релаксация) 

 

Изменение расположения «точек релаксации» и 

«точек движения» можно объяснить тем, что когда 

человек расслаблен и не думает о чем-то конкретном, 

сигналы, считываемые с его мозга, более беспоря-

дочны, нежели при представлении движения. Это 

объяснение также подтверждается результатами экс-

периментов, проводимых авторами работы [15]. 
Получив представление о закономерностях в 

распределении корней, можно не только выявить 
определенные мысленные корреляты, но и выяснить, 
данные с каких электродов наименее подвержены 
влиянию таких коррелятов. На таких электродах кар-
тина распределения корней Прони не должна (или 
почти не должна) меняться от действия к действию. 
Данные с таких электродов и могут быть использо-
ваны в задачах идентификации, так как будут нести 
индивидуальные черты человека, но при этом будут 
менее подвержены влиянию случайных искажений 
при, например, случайных движениях [11]. 

Выводы 
В ходе работы для обработки цифровых данных 

было применено преобразование Прони. Выписаны 
основные этапы выполнения метода Прони, включая 
построение спектров. Для модельного сигнала спектр 
Прони сравнивался со спектром Фурье. Применение 
ПП продемонстрировало большую точность вычис-
ления спектральной оценки для модельного сигнала. 

Дальнейшие результаты работы были основаны 
на использовании базы биометрических записей 
МГУ и сравнении результатов оконного ПП для запи-
сей ЭЭГ в состоянии покоя и записей ЭЭГ в состоя-
нии мысленного движения. Показана принципиаль-
ная различимость таких записей ЭЭГ с использова-
нием метода Прони в части вычисления корней поли-
номов. Полученные результаты могут оказаться су-
щественными для построения систем идентифика-
ции личности. 
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Window Processing of EEG Records by the Prony’s Method  
 

The paper considers the application of the Prony analysis for 
processing digital data in a sliding window. The stages of the 
algorithm are stated; the basic equations are given. On a model 
example, the features of constructing the Prony spectra are 
shown. Particular attention is paid to biometric data (EEG re-
cordings). For them, the method of windowing with the extrac-
tion and visualization of complex roots is discussed. The possi-
bility of using window processing to identify mental correlates in 
EEG records is shown and substantiated. Isolation of features in 
individual sections of the EEG can be of significant importance 
in the problems of biometric identification. 
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