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Нечёткий классификатор является одним из ак-

туальных способов решения задачи классификации, 

пришедшим из области машинного обучения (как и 

нечёткие системы в целом); он использует нечёткие 

множества и нечёткую логику в качестве инстру-

мента для представления знаний о решаемой про-

блеме [1]. В пространстве признаков нечёткая логи-

ка позволяет объекту принадлежать к разным клас-

сам одновременно с некоторой степенью принад-

лежности. Главным достоинством нечеткого клас-

сификатора является легкая интерпретируемость 

правил классификации. 

Основным компонентом модели нечёткого 

классификатора является база нечётких правил. За-

дача формирования базы сводится к ответу на во-

просы о том, сколько правил должно быть в базе и 

как сформировать антецеденты и консеквенты пра-

вил. Применяя подход построения на основе табли-

цы наблюдения, сформировать правила можно с по-

мощью алгоритма по экстремумам классов [2]. Ко-

личество генерируемых указанным алгоритмом не-

чётких правил равно количеству классов в класси-

фицируемом наборе данных.  Это свойство является 

достоинством и одновременно недостатком алго-

ритма. Минимальное количество правил в нечётком 

классификаторе способствует лучшему пониманию 

его работы, уменьшает вычислительные затраты на 

его обучение. Однако на минимальном количестве 

правил не всегда удается получить необходимую 

точность классификации. Второй подход к форми-

рованию базы правил основан на применении мето-

дов кластеризации, в частности, алгоритме K-сред-

них. Алгоритм K-средних прост в реализации и эф-

фективен для больших наборов данных с точки зре-

ния времени выполнения (по сравнению с другими 

алгоритмами). Однако алгоритм обладает рядом не-

достатков: во-первых, число кластеров должно быть 

определено заранее; во-вторых, результат зависит от 

выбора исходных центров кластеров, а их опти-

мальный выбор неизвестен; в-третьих, не гаранти-

руется достижение глобального минимума целевой 

функции. 

Для преодоления последних двух недостатков 

алгоритма K-средних и усовершенствования самого 

процесса кластеризации исследователи составляют 

гибридные алгоритмы: совместно с K-средними 

можно использовать метаэвристические алгоритмы. 

Целью работы является разработка гибридного 

алгоритма формирования базы правил нечёткого 

классификатора на основе метода K-средних и ме-

таэвристического алгоритма «китов».  

Задача кластеризации. Алгоритм K-средних 

Кластеризация (кластерный анализ) – это зада-

ча группировки множества объектов на подмноже-

ства (кластеры) таким образом, чтобы объекты из 

одного кластера были более похожи по заданной 

метрике друг на друга.  Пусть X – множество объек-

тов, Y – множество идентификаторов (меток) кла-

стеров. На множестве X задана функция расстояния 

между объектами ρ(x, x′). Необходимо разбить 

множество X на подмножества (кластеры), т.е. каж-

дому объекту xi X сопоставить метку yi Y таким 

образом, чтобы объекты внутри каждого кластера 

были близки относительно метрики ρ, а объекты из 

разных кластеров значительно различались [2]. Кла-

стеризация отличается от классификации тем, что 

метки yi не задаются изначально. 

Решение задачи кластеризации объективно неод-

нозначно: во-первых, не существует однозначного 

критерия качества кластеризации, во-вторых, ре-

зультат кластеризации существенно зависит от мет-

рики ρ, и в-третьих, число кластеров заранее неиз-

вестно и выбирается по субъективным критериям [3]. 

Алгоритмы кластеризации классифицируются 

по трём основным категориям: иерархические, не-

чёткие и секционированные (чёткие) [4]. Иерархи-

ческие алгоритмы представляют кластеры в виде 

древовидной структуры. При нечётком подходе 

каждый элемент набора данных принадлежит всем 

кластерам с некоторой степенью принадлежности; 

он удобен, если кластеры перекрываются друг с 

другом, но даёт некачественные результаты, если 

кластеры имеют различную дисперсию по различ-

ным размерностям элементов.  

Алгоритм K-средних (K-means) является самым 

распространённым алгоритмом чёткой кластериза-

ции [5]. Это алгоритм, который группирует объекты 

на основе значений их признаков в K непересекаю-
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щихся кластеров, представленных в алгоритме их 

центроидами (точками в пространстве признаков, 

вблизи которых группируются экземпляры данных). 

Действие алгоритма таково, что он стремится мини-

мизировать суммарную дисперсию точек кластеров 

относительно центров этих кластеров: 
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где  1,...,i i idx xx  – i-й экземпляр данных таблицы 

наблюдения, представленный точкой в d-размерном 

пространстве признаков, Ck – координаты центроида 

k-го кластера, ‖•‖ – метрика, по которой определяется 

расстояние между экземпляром и центроидом 

(обычно в роли метрики выступает Евклидово рас-

стояние), N – количество экземпляров в наборе дан-

ных, K – количество кластеров. 

Основная идея алгоритма заключается в том, 

что на каждой итерации экземпляры разбиваются на 

кластеры в соответствии с тем, какой из новых цен-

троидов оказался ближе по выбранной метрике. За-

тем заново вычисляется центроид для каждого кла-

стера, состав которого определился на предыдущем 

шаге. Координаты центроида каждого кластера рас-

считываются следующим образом: 
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где |Ck| – объём k-го кластера. Алгоритм завершает-

ся, когда на текущей итерации не происходит изме-

нения расстояния. 

Эффективность работы алгоритма K-средних 

может быть улучшена за счет гибридизации с ме-

таэвристиками, основное назначение которых –

решение задач оптимизации [6]. В рамках данной 

работы исследуется применение метаэвристического 

алгоритма «китов» (Whale Optimization Algorithm, 

или WOA) совместно с алгоритмом K-средних. 

Метаэвристический алгоритм «китов» 

WOA – роевой алгоритм, основанный на пове-

дении горбатых китов. Здесь используются два по-

веденческих механизма, которые обновляют вектор 

решения на каждой итерации: сужающегося окру-

жения добычи и построения спиралевидной пузырь-

ковой сети для атаки на добычу. Первый механизм 

представляет собой выполнение этапа диверсифика-

ции, второй – этапа интенсификации, в котором ре-

шения стремятся к оптимуму, двигаясь по спирале-

видной траектории [7]. 

Последовательность выполнения WOA состоит 

из следующих шагов. Вначале случайным образом 

инициализируется популяция особей, т.е. решений, 

и определяется наилучшее из них. Затем на каждой 

итерации все имеющиеся решения корректируются 

согласно поведенческим механизмам: на начальных 

итерациях используется преимущественно первый 

механизм, на последних – второй; в конце итерации 

определяется лучшее решение. Результат работы 

метаэвристики – наилучшее решение, найденное за 

всё время работы алгоритма, и соответствующее ему 

значение целевой функции. 

Применение метаэвристик для 

кластеризации с помощью K-средних 

Для того чтобы использовать метаэвристику для 

кластеризации совместно с K-средними, после вы-

полнения одной итерации метаэвристики необходи-

мо выполнить корректировку всех решений в соот-

ветствии с (2). Целевой функцией для метаэвристи-

ки, показывающей работоспособность алгоритма 

кластеризации, будет выступать дисперсия (1). 

Также необходимо определиться с тем, как 

особь популяции (поисковый агент) будет представ-

лять решение задачи кластеризации. Первый способ 

называется «ассоциацией объект-кластер» [8]. Каж-

дое решение кластеризации показано через матрицу 

N K , элементы которой содержат целочисленные 

или бинарные значения; что представляют целочис-

ленные значения, зависит от метаэвристики и от 

критерия оптимизации. Такой подход использовался 

при кластеризации, основанной на эволюционных 

алгоритмах (в частности, генетическом). Однако он 

приводит к двум серьёзным недостаткам: высокой 

стоимости хранения и вычислений (особенно для 

кластеризации больших наборов данных) и избы-

точности информации, которые несёт в себе решение. 

Второй способ является самым распространён-

ным и лучше первого в отношении вычислительной 

сложности: решение представлено в виде веще-

ственного вектора, который содержит координаты 

центроидов кластеров [9]. Решение ,  1,j j JP , где  

J – размер популяции, представляется как 

    1 1,..., ,  ,...,j j j j j
j K k k kdC C P C C C , (3) 

где Cj
kl – l-я координата k-го центроида в d-мерном 

пространстве признаков ( 1,l d ) в составе j-го век-

тора позиции особи. 

Третий способ также использует центроиды. 

Однако здесь решение задачи кластеризации состоит 

из всех агентов (а не из одного агента), и поэтому 

размер популяции агентов равен количеству класте-

ров [10]. Данный способ требует меньшего объема 

памяти и меньшего времени вычислений по сравне-

нию с первым. Его потенциальная проблема заклю-

чается в том, что он не может в полной мере исполь-

зовать преимущества, предоставляемые вторым спо-

собом, а именно – параллельный поиск решения 

несколькими агентами. Поэтому в данной работе в 

разработанном гибридном алгоритме кластеризации 

было принято представление решения в виде (3). 

В оригинальном алгоритме K-средних не до-

пускается работа с пустыми кластерами [11]. Для 

того чтобы работа алгоритма кластеризации, ис-

пользующего метаэвристику, не прерывалась, можно 

применить различные способы искусственного 

определения кластера; например, можно заново сге-

нерировать случайным образом соответствующий 

центроид или заменить его на точку в пространстве 

признаков, соответствующую экземпляру данных. 
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Первый недостаток алгоритма K-средних, за-

ключающийся в том, что число кластеров должно 

быть определено заранее, не позволяет ему в общем 

случае разбить данные на оптимальное количество 

кластеров: перед применением алгоритма K-средних 

параметр K произвольно задаётся экспериментато-

ром. Здесь под оптимальным подразумевается коли-

чество кластеров, равное количеству классов, на 

которые в действительности делятся экземпляры 

данных; в случае когда K оптимально, сформиро-

ванные кластеры соответствуют классам. Недоста-

ток приобретает большую важность в реальных слу-

чаях применения алгоритмов кластеризации – когда 

требуется разбить на кластеры экземпляры данных, 

классы которых неизвестны (неизвестно их количе-

ство). В таких случаях не всегда ясно, какое значение 

K необходимо выбрать, чтобы затем получившиеся 

кластеры действительно позволили бы адекватно 

классифицировать объекты с высокой точностью. 

Решение задачи формирования базы правил не-

чёткого классфикатора сводится к решению задачи 

построения (суб)оптимального количества кластеров. 

Для того чтобы это сделать с помощью алгоритма  

K-средних, предлагается следующий алгоритм. 

Шаг 1. Выполняется предобработка данных: зна-

чения признаков экземпляров данных нормируются. 

Шаг 2. Задаётся параметр K = 2 – количество 

кластеров, на которые необходимо разбить данные. 

Шаг 3. Выполняется алгоритм кластеризации 

данных (в данной работе им выступает алгоритм, 

разработанный на основе алгоритмов K-средних и 

WOA). 

Шаг 4. На основе данных о сформированных 

кластерах (таких, как состав кластеров, координаты 

центроидов кластеров) определяется значение кри-

терия валидности для оценки качества проведённой 

кластеризации. 

Шаг 5. После расчёта критерия проверяется, 

равно ли K максимальному значению. Максималь-

ное значение параметра K выбирают, исходя из ха-

рактеристик классифицируемого набора данных. 

Если да, идёт переход на шаг 6. В ином случае ста-

рое значение K увеличивается на 1, после чего идёт 

переход на шаг 3. 

Шаг 6. После того как была проведена оценка 

качества кластеризации при максимальном K, срав-

ниваются значения критерия, полученные при раз-

личных значениях параметра K. Наилучшее значе-

ние использованного критерия качества кластериза-

ции соответствует тому значению параметра K, ко-

торое показывает оптимальное по данному крите-

рию количество кластеров. 

Шаг 7. Формируется база нечётких правил в ко-

личестве, равном оптимальному количеству постро-

енных кластеров, найденному на предыдущем шаге. 

Каждое правило соответствует одному из кластеров. 

Критерии качества кластеризации 

Вышеуказанный алгоритм использует расчёт 

значения индекса (или критерия) кластерной валид-

ности (или индекса правильности) на основе резуль-

татов кластеризации. Индекс является оценкой каче-

ства кластеризации, проведённой при заданном K: 

индексы используются не только для осуществления 

процесса кластеризации, но и для определения оп-

тимального количества кластеров по результатам 

проведённой кластеризации; дисперсия (1) также 

является одним из индексов валидности. 

Поскольку не существует наилучшего критерия 

качества кластеризации, построение оптимального 

количества кластеров и как следствие работоспо-

собность всего алгоритма формирования базы пра-

вил будут зависеть от использованного критерия. 

Следовательно, перед реализацией и проверкой ра-

боты алгоритма формирования базы правил для не-

чёткого классификатора необходимо определиться с 

тем, какой индекс (или индексы) будет в нём исполь-

зоваться. Для этого потребуется экспериментальным 

путём проверить работоспособность алгоритма по-

строения оптимального количества кластеров от-

дельно для каждого из этих критериев. 

Критерии валидности разделяются на внешние 

и внутренние. Внешние индексы для оценки резуль-

тата используют предварительную информацию о 

наборе данных: о количестве классов, о том, к како-

му классу экземпляры данных в действительности 

относятся; они используются для выбора наилучших 

результатов кластеризации для конкретного набора 

данных [12]. Внутренние используют только инфор-

мацию о центроидах и составе найденных кластеров; 

на её основе индексы определяют компактность кла-

стеров и разделимость кластеров друг от друга [13]. 

В данной работе реализованы только внутрен-

ние критерии кластерной валидности. Далее приво-

дятся наиболее распространённые внутренние кри-

терии качества кластеризации, использующиеся для 

определения оптимального количества кластеров. 

Эти критерии были проверены и в рамках данной 

работы. 

Индекс Дэвиса–Болдуина (DB) представляет 

собой меру среднего сходства каждого сформиро-

ванного кластера с кластером, наиболее близким к 

данному [14]. Разделимость между кластерами ха-

рактеризуется значением знаменателя – разницей 

между центрами кластеров, а компактность класте-

ров относительно друг друга характеризуется значе-

нием числителя – отклонением экземпляров данных 

от центра кластеров. Кластеры должны быть как 

можно более удалены друг от друга, при этом откло-

нение экземпляров от центров кластеров должно 

оставаться минимальным. Величина индекса неот-

рицательна. Минимальное значение индекса DB 

соответствует оптимальному количеству кластеров. 

Индекс Данна (Dunn) также работает на пред-

положении, что кластеры компактны и хорошо раз-

делены, если расстояние между кластерами боль-

шое, а диаметр кластеров мал [15]. Величина индек-

са неотрицательна. Максимальное значение индекса 

указывает на оптимальное количество кластеров. 

Однако он относительно сложен для вычисления и 
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чувствителен к присутствию шумовых значений в 

наборах данных: на значение индекса сильно влияют 

выбросы значений, поскольку они могут увеличить 

значения диаметров кластера [16]. 

Индекс «силуэта» (Silhouette) предполагает рас-

чёт для каждого экземпляра данных меры того, 

насколько данный экземпляр схож с другими экзем-

плярами своего кластера [17]. В отношении каждого 

экземпляра значение «силуэта» принимает значение 

из диапазона [–1; 1]. Высокое значение указывает на 

то, что экземпляр хорошо соответствует своему соб-

ственному кластеру и плохо соответствует соседним 

кластерам. Усреднённое по всем экземплярам значе-

ние индекса будет являться мерой того, насколько 

плотно сгруппированы экземпляры данных. 

В индексе Calinski–Harabasz (CH) величина 

компактности основана на расстоянии от точек кла-

стера до их центроидов, а величина разделимости – 

на расстоянии от центроидов кластеров до глобаль-

ного центроида. Максимальное значение индекса 

указывает на оптимальное количество кластеров [17]. 

Эксперимент 

Разработанные гибридный алгоритм кластери-

зации данных и алгоритм нахождения оптимального 

количества кластеров с помощью этого гибридного 

алгоритма были реализованы на языке программи-

рования С#. 

Эксперимент состоит из двух частей. Первая 

часть эксперимента проводилась для тестирования 

работы непосредственно алгоритма кластеризации 

на основе WOA в сравнении с алгоритмом роящихся 

частиц (PSO) (так же совмещённого с алгоритмом  

K-средних) и с оригинальным алгоритмом K-сред-

них. Тестирование проводилось на 15 помеченных 

наборах данных из репозитория KEEL. Размер попу-

ляции для WOA и PSO был равен 50, количество 

итераций – 200. Все алгоритмы запускались на каж-

дом наборе данных по 50 раз. Количество кластеров 

задавалось равным числу классов в соответствую-

щем наборе данных.  

Также была проверена значимость теста знако-

вых рангов Уилкоксона для оценки статистической 

значимости результатов работы алгоритмов. Значи-

мость теста проводилась на нормированных значе-

ниях результатов работы алгоритмов. Алгоритмы 

были настроены так, что в случае обнаружения пу-

стого кластера алгоритм K-средних прекращал свою 

работу, а метаэвристики WOA и PSO заменяли соот-

ветствующий центроид на точку, координаты кото-

рой соответствуют случайно выбранному экземпля-

ру данных. 

Усреднённые значения результатов работы ал-

горитмов кластеризации приведены в табл. 1 (полу-

жирным шрифтом выделены наименьшие значения). 

Сформулирована нулевая гипотеза: медиана разно-

стей между сравниваемыми выборками равна нулю. 

На уровне значимости 0,05 критерий знаковых ран-

гов Уилкоксона для связных выборок указывает на 

значимое отличие между значениями медиан дис-

персии алгоритмов кластеризации WOA и K-средних 

(p-value < 0,001) и WOA и PSO (p-value = 0,026), 

следовательно, нулевая гипотеза отклоняется.  
 

Т а б л и ц а  1  

Значения дисперсии алгоритмов кластеризации 

Набор данных WOA K-средних PSO 

Iris 97,363 111,547 97,367 

Wine 22796,088 23512,313 22545,198 

Glass 217,647 264,204 229,942 

Contraceptive 7799,101 11141,315 7805,321 

Vowel 1877,590 4455,837 1970,139 

Hepatitis 5462,169 6055,845 5471,713 

Balance 1423,851 1425,811 1426,093 

Heart 13303,286 14052,665 13208,503 

Cleveland 13903,251 14812,181 13904,009 

Pima 54690,055 73193,074 55700,059 

Ecoil 9266,317 9567,224 10227,896 

Bupa 10165,352 10981,388 10204,181 

Ionosphere 796,093 796,560 796,357 

Newthyroid 1983,277 2086,499 1986,451 

Wisconsin 2984,068 2987,137 2984,171 

Vehicle 51565,498 58058,472 53179,808 

 

 

Вторая часть эксперимента посвящена проведе-

нию тестирования работы алгоритма построения 

оптимального количества кластеров, формируемых 

алгоритмом кластеризации на основе WOA и  

K-средних, и определению наиболее подходящего 

индекса валидности. Здесь были использованы те же 

наборы. Размер популяции для WOA был равен 50, 

количество итераций – 200. Алгоритм запускался на 

каждом наборе данных по 30 раз. По результатам 

каждого запуска осуществлялся расчёт значений 

критериев кластерной валидности. Полученные зна-

чения соответствующих индексов усреднялись по 

количеству запусков; решение о том, сколько же 

кластеров является оптимальным по этим критери-

ям, принималось на основе средних значений этих 

критериев. Максимальное проверяемое количество 

кластеров равнялось удвоенному действительному 

количеству кластеров: например, для набора Iris с 

тремя классами максимальное количество проверя-

емых кластеров равнялось 6. 

Также была проверена значимость теста знако-

вых рангов Уилкоксона для оценки статистической 

значимости результатов работы алгоритмов постро-

ения оптимального количества кластеров с различ-

ными критериями. 

Определённое с помощью рассмотренного кри-

терия качество кластеризации оптимальное количе-

ство кластеров, построенных с помощью гибридно-

го алгоритма кластеризации – WOA и K-средних, 

приведено в табл. 2; результаты проверки статисти-

ческой значимости по критерию Уилкоксона (уро-

вень значимости 0,05) – в табл. 3. Значимое отличие 

между действительным и предсказанным количе-

ством кластеров показал индекс CH. Для трех 

остальных индексов отличие незначимо. Лучший 

результат показал индекс Dunn. 
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Т а б л и ц а  2  

Количество кластеров  

Набор 

данных 

Кол-во класте-

ров действи-

тельное 

Количество кластеров 

предсказанное 

Silhouette CH DB Dunn 

Iris 3 2 2 2 2 

Pima 2 3 2 3 2 

Wine 3 3 3 3 5 

Contraceptive 3 2 2 2 2 

Glass 7 2 2 2 2 

Ecoli 8 2 2 2 2 

Vehicle 4 2 2 2 2 

Ionosphere 2 2 2 2 2 

Balance 3 6 2 6 6 

Newthyroid 3 2 3 2 3 

Hepatitis 2 2 2 2 2 

Wisconsin 2 2 2 2 2 

Heart 2 2 2 2 2 

Bupa 2 2 2 2 2 

Vowel 11 2 2 2 2 

 

Т а б л и ц а  3  

Тест Уилкоксона. Значения p-value  

 
Количество кластеров предсказанное 

Silhouette CH DB Dunn 

Кол-во кластеров 

действительное 
0,094 0,017 0,094 0,182 

 
 

Заключение 

Усреднённые результаты кластеризации свиде-

тельствуют о том, что алгоритм кластеризации на 

основе WOA превосходит алгоритмы PSO и K-сред-

них (кроме набора данных Heart и Wine). Алгоритм 

K-средних по полученным результатам значительно 

уступает метаэвристикам. Это связано с одним из 

недостатков данного алгоритма: результат зависит от 

выбора исходных центров кластеров, что часто ведёт 

к сходимости к локальному оптимуму. Результаты 

теста Уилкоксона подтверждают превосходство ал-

горитма WOA, следовательно, разработанный алго-

ритм может использоваться для кластеризации и 

разработки алгоритма формирования базы правил 

нечёткого классификатора. 

Результаты нахождения оптимального количе-

ства кластеров с помощью алгоритма кластеризации 

WOA-K-средние показывают, что применённые кри-

терии качества кластеризации обеспечивают форми-

рование действительного количества кластеров 

только в том случае, если это действительное коли-

чество не более трёх (например, для Wisconsin, Heart 

и Bupa). В остальных случаях, особенно при высо-

ком действительном количестве кластеров, индексы 

позволяют сформировать количество кластеров, ко-

торое далеко от действительного. Яркими примера-

ми являются проверки на наборах данных Glass, 

Ecoli, Vowel: согласно большинству критериев, для 

этих наборов два кластера являются оптимальным 

количеством, тогда как в действительности в них 

определено 7, 8 и 11 классов соответственно.  

Проверка работоспособности гибридного алго-

ритма кластеризации WOA-K-средние и алгоритма 

формирования оптимального количества кластеров с 

использованием критерия Dunn показывает, что они 

могут быть применены для реализации предлагае-

мого алгоритма генерации базы нечётких правил. В 

дальнейшем предполагается проверка работоспо-

собности алгоритма формирования базы правил с 

учётом этого критерия при построении нечёткого 

классификатора на реальных наборах данных. 
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