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Важнейшими задачами, с необходимостью ре-

шения которых приходится сталкиваться при созда-

нии автоматизированных систем управления техно-

логическими процессами (АСУ ТП), являются такие 

классы вычислительных задач, как оценивание па-

раметров математических моделей управляемых 

процессов и объектов, оценивание состояния дан-

ных процессов и объектов в текущий момент време-

ни, а также выбор оптимальных в том или ином за-

данном смысле управляющих воздействий, реализу-

емых в последующий момент времени [1–8]. В со-

временных АСУ ТП широкое распространение по-

лучили программируемые контролеры, многие из 

которых являются многозадачными и обладают вы-

соким быстродействием (время рабочего цикла по-

рядка 125–500 мкс), что в большинстве случаев поз-

воляет с их помощью решать вышеперечисленные 

задачи [9, 10]. Получение численного решения лю-

бой из названных выше задач в конечном счете сво-

дится к решению последовательности скалярных 

линейных алгебраических уравнений, решение каж-

дого из которых предполагает использование опера-

ции обращения вещественных чисел. 

Как известно из школьной арифметики и алгеб-

ры [11], в вычислительном отношении обращение 

вещественных чисел сводится к выполнению опера-

ции деления этих чисел в случае, когда делимое 

равно 1,0, а делителем является обращаемое число. 

Частным, полученным в результате ее выполнения, 

является обратное к обращаемому число. Особенно-

стями данной операции является, во-первых, то, что 

из всех четырех арифметических операций она ока-

зывается самой трудоемкой и, во-вторых, в случае, 

когда обращаемое число является малым (близким к 

нулю), получаемое в результате ее выполнения част-

ное оказывается чрезмерно чувствительным к ма-

лым изменениям обращаемого числа или, что то же 

самое, данная операция оказывается неустойчивой 

по отношению к малым изменениям обращаемого 

числа и, в частности, к малым ошибкам его задания. 

Отмеченная особенность обращения малых ве-

щественных чисел (ОМВЧ), а также практически 

необозримое множество вычислительных задач, при 

решении которых неизбежно использование данной 

операции, обусловливают актуальность создания 

методов ее реализации, устойчивых к ошибкам за-

дания и другим малым изменениям обращаемых 

чисел. 

Целью настоящей работы является синтез мо-

дифицированного метода ОМВЧ, реализация кото-

рого избавляет от необходимости выполнения 

ОМВЧ и позволяет заменить его обращением веще-

ственных чисел, не являющихся малыми. Синтези-

руемый метод является основой для создания алго-

ритмов обращения вещественных чисел, устойчи-

вых к ошибкам задания и другим малым изменени-

ям обращаемых чисел и пригодных для применения 

в составе ПО программируемых контроллеров. 

Синтез данного метода осуществляется на ос-

нове сформулированной и доказанной в работе про-

стой леммы, названной нами леммой об обращении 

суммы двух положительных вещественных чисел. 

Приводятся алгоритмическая реализация синтезиро-

ванного метода ОМВЧ и примеры его применения, 

наглядно иллюстрирующие его работоспособность и 

пригодность для практических приложений. 

Лемма об обращении суммы двух  

вещественных положительных чисел  

Пусть a и b – некоторые положительные веще-

ственные числа, а s = a + b – сумма данных чисел. 

Тогда обратное к s число s–1 = (a + b)–1 удовлетворяет 

следующим равенствам: 

 
1 1

( )

b

a b a a a b
 

 
, (1) 

 
1 1

( )

a

a b b b a b
 

 
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Данные равенства получены в результате реше-

ния простейших линейных алгебраических уравне-

ний вида 

 а) 
1 1

x
a a b
 


  и   б) 

1 1
x

b a b
 


. (3) 

Непосредственными вычислениями можно без 

труда убедиться в том, что решения данных уравне-

ний определяются соответственно следующими ра-

венствами: 

 а) 
( )

b
x

a a b
 


   и   б) 

( )

a
x

b a b
 


.  

Подставляя найденные решения в (3, а) и (3, б), 

соответственно получаем тождества, справедливые 

для любых двух чисел a и b, удовлетворяющих от-
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меченным выше условиям. Данные тождества, оче-

видно, доказывают справедливость обсуждаемой 

леммы. Как непосредственно видно из (1) и (2), 

каждое из них позволяет представить s–1 как сумму 

двух чисел, одним из слагаемых которой является 

число a–1 или b–1, а вторым – разность –1 –1–s a или 
–1 –1–s b соответственно. 

Отметим ряд следствий, вытекающих из дока-

занной леммы и представляющих значительный ин-

терес для синтеза устойчивой операции обращения 

вещественных чисел. 

1. Если число a = 0, то обратного к нему числа 
–1a  не существует и, таким образом, воспользовать-

ся (1) в данном случае оказывается невозможно. Ра-

венство (2) при этом трансформируется в тожде-

ство –1 –1b b , справедливое не только для положи-

тельных, но и для всех отличных от нуля веще-

ственных чисел b. 

2. Если равным нулю оказывается не число a, а 

число b, то по отмеченной выше причине оказывает-

ся невозможным воспользоваться (2). Равенство (1) 

в этом случае превращается в тождество a–1=a–1, 

справедливое для любого отличного от нуля веще-

ственного числа a. 

3. В случае равенства чисел a и b и их отличия 

от нуля оба равенства (1) и (2) трансформируются в 

одно и то же тождество (2a)–1 = (2a)–1 или, что в дан-

ном случае то же самое, (2b)–1 = (2b)–1. 

4. Если b = qa, где q – некоторое положительное 

вещественное число, то (1) и (2) оказываются одним 

и тем же тождеством, имеющим следующий вид: 

 
1 1

( 1) ( 1)q a q a


 
.  

5. Если b = 1, а a – некоторое положительное 

вещественное число, то (1) и (2) принимают, соот-

ветственно, следующий вид: 

 1 1 1 1 1( 1) ( 1)s a a a a           

 1 1 1( 1) 1 ( 1) .s a a a         

6. В случае, когда a = 1, а b – некоторое поло-

жительное вещественное число, (1) и (2) принимают, 

соответственно, следующий вид: 

 1 1 1(1 ) 1 (1 )s b b b       ,  

   11 1 1(1 ) (1 ) .s b b b b
         

Изложенные выше лемма и вытекающие из нее 

следствия являются необходимыми и достаточными 

сведениями и основой для того, чтобы синтезиро-

вать метод и реализующий его численный алгоритм 

обращения вещественных чисел, устойчивый к 

ошибкам задания обращаемого числа и ошибкам 

вычислений. Воспользуемся данными сведениями и 

синтезируем названные выше метод и алгоритм, 

рассуждая и действуя при этом в соответствии со 

следующей последовательностью операций. 

Синтез модифицированного метода 

обращения вещественных чисел 

Пусть v – некоторое, отличное от нуля веще-

ственное число, а v–1 – обратное по отношению к 

нему или короче, но то же самое, обратное к нему 

вещественное число, удовлетворяющее, по опреде-

лению обратных чисел, следующим двум равен-

ствам: 

 1 1 1.vv v v    (4) 

Для сокращения и упрощения последующих 

рассмотрений всюду далее будем считать, что v удо-

влетворяет неравенству v > 0, т.е. является строго 

положительным числом. Данное предположение, 

очевидно, никак не ограничивает общности рас-

смотрений и их результатов, так как, как вытекает из 

равенств (4), знак числа v влияет только на знак чис-

ла v–1 и никак не отражается на составе и последова-

тельности операций, реализующих обращение числа 

v. Знак числа v–1 при этом всегда совпадает со зна-

ком обращаемого числа v, и, таким образом, для его 

определения не требуется выполнения каких-либо 

вычислительных операций и его определение явля-

ется вполне корректной задачей. 

Для того чтобы воспользоваться рассмотренной 

выше леммой, введем в рассмотрение параметр ре-

гуляризации r операции обращения вещественных 

чисел, где r – некоторое вещественное положитель-

ное число, и составим их сумму s = v + r [3, 12, 13]. 

Так как v и r являются положительными числами, то 

положительным числом, очевидно, будет и их сумма 

s, и причем таким, что s > v и  s> r. 

Воспользуемся теперь приведенной выше лем-

мой и запишем аналог равенства (1) применительно 

к числам v, r и s. В результате будем иметь осново-

полагающее для реализации нашей цели равенство 

вида 

 1 1 1( ) [ ( )] .v r v r v v r        

Отсюда, перенеся второе слагаемое правой части 

данного равенства в его левую часть и поменяв ле-

вую и правую части полученного при этом равенства 

местами, можно непосредственно видеть, что обрат-

ное к v число v–1 вполне однозначно определяется 

следующим равенством: 

 1 1 1 1 1( ) [ ( )] ( ) (1 ).v v r r v v r v r rv            (5) 

Именно это равенство представляет математи-

ческую сущность предлагаемого модифицированно-

го метода обращения малых вещественных чисел и 

является основой для синтеза численного алгоритма, 

реализующего данный метод. Оно выполняется при 

любых положительных числах v и r и при любых из 

этих чисел позволяет вычислить обратное к v число 

v–1. В частности, если число v является некоторым 

заданным (фиксированным) положительным чис-

лом, как это имеет место в нашем случае, т.е. при его 

обращении, то оно выполняется при любом положи-

тельном значении параметра регуляризации r. Дан-

ное обстоятельство позволяет вполне обоснованно 

заключить, что при любом заданном числе v значе-

ние параметра регуляризации r всегда можно подо-

брать таким образом, чтобы числа v + r и v(v + r) 

удовлетворяли следующим неравенствам: 

 а) 1v r   и б) ( ) 1.v v r   (6) 
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Совершенно ясно, что при любом из значений 

параметра регуляризации r, удовлетворяющем дан-

ным неравенствам, обращение числа v в соответ-

ствии с равенством (5) оказывается устойчивой опе-

рацией. В самом деле, как непосредственно видно из 

равенства (5), знаменатели обеих дробей, фигури-

рующих в его правой части, оказываются больше 1 

и, таким образом, вычисление каждой из них явля-

ется устойчивой операцией. Отсюда, учитывая 

устойчивость операции сложения вещественных 

чисел, можно вполне обоснованно заключить, что и 

обращение числа v в соответствии с данным равен-

ством также оказывается устойчивой операцией. 

Выбор значения параметра регуляризации r, 

обеспечивающего выполнение неравенств (6), ока-

зывается достаточно простой и вполне доступной 

для практического решения задачей. Действительно, 

как нетрудно убедиться непосредственными вычис-

лениями, для этого достаточно задать численное 

значение параметра регуляризации r в соответствии 

с равенством 

 10 ,kr v  (7) 

где k – некоторое натуральное число, удовлетворя-

ющее неравенствам 1 k  . Подставив данное 

значение r в (5), получим следующее равенство: 

 1 1 1( 10 )(1 10 ) [(1 10 ) ] (1 10 ),k k k kv v v vv v         (8) 

являющееся не чем иным, как синтезируемым нами 

алгоритмом, реализующим модифицированный ме-

тод обращения вещественных чисел.  

Отметим три обстоятельства, представляющих 

значительный интерес с точки зрения практической 

реализации полученного нами метода. 

Во-первых, анализируя (8) и учитывая при этом 

свойства операции деления вещественных чисел, 

нетрудно заметить, что первый (левый) сомножи-

тель в правой части данного равенства можно пред-

ставить как произведение 1 1(1 10 )kv   и, подставив 

его в (8), получить очевидное тождество, выполня-

ющееся при любом из рассматриваемых нами чисел 

и доказывающее справедливость обсуждаемого ра-

венства. 

Во-вторых, при практическом использовании 

данного равенства необходимо: 1) как это и принято 

в арифметике, прежде всего следует выполнить все 

арифметические операции, фигурирующие в квад-

ратных скобках, а затем обратить полученный ре-

зультат, т.е. вычислить число 1[(1 10 ) ]k v  ; 2) умно-

жить данное число на множитель (1 10 )k  и, соот-

ветственно, получить число v–1. 

В-третьих, при любом конкретном обращаемом 

числе v выбор показателя степени k числа 10 в дан-

ном равенстве оказывается достаточно простой за-

дачей, решаемой без использования каких-либо 

средств современной вычислительной техники. 

Три примера применения предлагаемого 

метода 

Приведем три примера, наглядно иллюстриру-

ющих возможности и особенности применения мо-

дифицированного метода обращения вещественных 

чисел, представленного равенством (8). 

Пример 1. Пусть обращаемое число v = 0,2, а 

параметр регуляризации r = 10v = 2,0. Подставив 

данные значения в (8), получим, что 
1 1 1[(1 10) 0,2] (1 10) 2,2 11

0,45454545 11 4,999995.

v        

  
 

Пусть теперь r = 100v, а число v, как и выше, 

равно 0,2. В этом случае имеем равенство 
1 1 1[(1 100) 0,2] (1 100) 20,2 101

0,045454545 101 4,9999999.

v        

  
 

Пусть, как и выше, число v = 0,2, а r = 1000v. 

Подставляя данные значения в (8), получаем 

 
1 1 1[(1 1000) 0,2] (1 1000) 200,2 1001

0,004995 1001 4,999995.

v        

  
  

Пример 2. Пусть обращаемое число v = 0,5, а 

параметр регуляризации r имеет значения r1 = 5,0,  

r2 = 50,0, r3 = 500,0. В этом случае равенство (8) при-

нимает, соответственно, вид 
1 1 1[(1 10) 0,5] (1 10) 5,5 11 0,181818 11

1,9999991;

v          


 

 
1 1 1[(1 100) 0,5] (1 100) 50,5 101

0,01980198 101 1,999992;

v        

  
  

 
1 1 1[(1 1000) 0,5] (1 1000) 500,5 1001

0,001998 1001 1,999998.

v        

  
  

Пример 3. Пусть обращаемое число v = 0,8, а 

параметр регуляризации r принимает значения  

r1 = 8,0, r2 = 80,0, r3 = 800,0. Равенство (8) в данных 

случаях принимает вид 

 
1 1 1[(1 10) 0,8] (1 10) 8,8 11

0,1136363 11 1,249999;

v        

  
  

 
1 1 1[(1 100) 0,8] (1 100) 80,8 101

0,0123762 101 1,2499962;

v        

  
 . 

 
1 1 1[(1 1000) 0,8] (1 1000) 800,8 1001

0,0012487 1001 1,2499487.

v        

  
  

Как нетрудно убедиться непосредственными 

вычислениями, обратными к использованным выше 

числам v = 0,2, v = 0,5 и v = 0,8 являются соответ-

ственно числа v–1 = 5,0, v–1 = 2,0 и v–1 = 1,25. 

Приведенные примеры наглядно показывают, 

что применение предлагаемого метода обращения 

вещественных чисел позволяет устранить необхо-

димость обращения малых чисел и получить доста-

точно точные значения обратных к ним чисел. Отли-

чие полученных обратных чисел от точных значений 

данных чисел, приведенных выше, обусловливается 

малостью разрядной сетки калькулятора, с помощью 

которого выполнялись вычисления. 

Обоснование выбора обращаемых чисел в 

приведенных примерах 

Как известно, в вычислительной технике широ-

ко используется так называемая нормализованная 

форма представления вещественных чисел [10, 14]. 
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В соответствии с данной формой всякое веществен-

ное число v представляется в десятичной системе 

счисления как произведение двух вещественных 

чисел, имеющее следующий вид: 

 10 ,kv m  (9) 

где m – дробная часть (мантисса) числа v – веще-

ственное число, удовлетворяющее неравенствам  

0 < m < 1 и причем такое, что его первая (левая) 

цифра отлична от нуля; 10k – k-я степень числа 10 – 

основания десятичной системы счисления; k – поря-

док числа v – целое число, являющееся положитель-

ным (отрицательным), если v ≥ 1 (v < 1). 

Обратное к v, представленному равенством (9), 

число v–1  определяется равенством вида 

 1 110 kv m   , (10) 

где m–1 – число, обратное к мантиссе m. 

Как непосредственно видно из данного равен-

ства, обращение числа v, представленного равен-

ством (9), сводится к обращению сомножителей 10k 

и m и перемножению обратных к ним чисел 10–k и 

m–1. При этом обращение первого из них сводится к 

изменению знака порядка k на противоположный, 

что, очевидно, является абсолютно устойчивой и 

абсолютно точно выполняемой операцией. Отсюда, 

на первый взгляд, вытекает, что единственной при-

чиной отмеченных выше чрезмерной чувствитель-

ности обращения малого числа v к малым его изме-

нениям и неустойчивости данной операции являют-

ся чрезмерно высокая чувствительность и неустой-

чивость операции обращения мантиссы m. Однако 

более обстоятельный анализ причин, обусловлива-

ющих обсуждаемые особенности ОМВЧ, позволяет 

видеть, что на самом деле таковых причин две и ими 

являются: 1) большое значение сомножителя 10–k в 

равенстве (10) и 2) наличие ошибки ∆ m–1в сомно-

жителе m–1. 

Действительно, в случае, когда обращаемое 

число v мало, его порядок k оказывается отрица-

тельным, а его абсолютное значение – большим 

натуральным числом. При этом сомножитель 10–k в 

(10) также оказывается большим натуральным чис-

лом и, соответственно, умножение на него числа m–1 

влечет за собой увеличение в 10–k раз погрешности 

∆(m–1), содержащейся в числе m–1. Погрешность  

∆(v–1) вычисления обратного к v числа v–1 определя-

ется в любом подобном случае равенством 

 1 1( ) 10 ( ),kv m       

из которого непосредственно видно, что она строго 

равна нулю только в случае, когда ∆(m–1) = 0, и мо-

жет оказаться неприемлемо большой даже при весь-

ма незначительной погрешности ∆(m–1). Так, напри-

мер, в случае, когда  k = –5, а  ∆(m–1) = 0,01,  по-

грешность ∆(v–1) определяется равенством 
1 5 2( ) 10 10 1000v    ∆(v–1) и оказывается в 1000 

раз больше, чем обусловливающая ее погрешность 

∆(m–1). 

Учитывая изложенные выше сведения, можно 

видеть, во-первых, что для проведения эксперимен-

тальных исследований предлагаемого метода (5) и 

реализующего его алгоритма (6)–(8) можно вполне 

обоснованно ограничиться исследованием обраще-

ния только мантиссы m числа v. Во-вторых, для 

обеспечения наиболее «тяжелых» с точки зрения 

использования операций ОМВЧ значение обращае-

мой мантиссы m необходимо выбирать равным ее 

наименьшему из возможных значению, равному 0,1, 

что позволит получить наиболее надежные оценки 

пригодности исследуемого метода для решения при-

кладных задач. Однако с точки зрения обеспечения 

возможностей как можно более полного и всесто-

роннего исследования предлагаемого метода значе-

ние m = 0,1 оказывается малопригодным, т.к. его 

невозможно уменьшить, что, очевидно, необходимо 

делать при проведении экспериментальных исследо-

ваний данного метода. Очевидно также, что для 

расширения обсуждаемых возможностей значение m 

необходимо выбирать таким, чтобы его можно было 

не только увеличивать, как это возможно делать в 

случае, когда m = 0,1, но и уменьшать в достаточно 

широких пределах. 

Именно с учетом отмеченных требований нами 

и выбрано значение m = 0,2 в примере 1. Данное зна-

чение m можно уменьшить (увеличить) в два (не ме-

нее чем в четыре) раза, что позволяет провести доста-

точно полное исследование влияния изменений ман-

тиссы m на устойчивость предлагаемого метода ОМВЧ.  

С учетом аналогичных соображений выбрано и 

значение m = 0,8 в примере 3. А значение m = 0,5 

выбрано с целью убедиться в том, что предлагаемый 

метод пригоден для применения и при любых дру-

гих значениях m. 

Заключение 

Отметим следующие два результата, представ-

ляющие значительный интерес с точки зрения син-

теза алгоритмов решения прикладных задач, пере-

численных в начале статьи. 

1. Синтезированный метод обращения веще-

ственных чисел, позволяющий обращать не только 

малые, но и любые другие вещественные числа. 

Данный метод является основой для создания алго-

ритмов обращения вещественных чисел, устойчи-

вых к ошибкам задания и другим малым изменени-

ям обращаемых чисел. 

2. Предложен оригинальный способ регуляри-

зации обращения вещественных чисел, предельно 

упрощающий синтезированный алгоритм обраще-

ния вещественных чисел, пригодный для регуляри-

зации алгоритмов решения других прикладных задач. 
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