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Прогнозирование по регрессионной модели  
с применением элементов теории сходства 

 

Рассматривается одно из основных направлений практического применения математических моделей регресси-

онного типа, связанное с прогнозированием будущих значений зависимых переменных. Для повышения точно-

сти этих значений предлагается при оценивании неизвестных параметров регрессионной модели вместо обыч-

ного метода наименьших квадратов (МНК) использовать взвешенный метод наименьших квадратов (ВМНК). 

При этом при расчете весов наблюдений периода основания прогноза привлекается разработанная профессором 

Ю.А. Ворониным теория сходства, в соответствии с которой, чем более сходен вектор значений независимых 

переменных наблюдения периода упреждения с соответствующим вектором наблюдения периода основания, 

тем большим весом последнее должно обладать. Это соображение положено в основу предлагаемого в работе 

алгоритма вычисления весов. Подробно рассмотрен численный пример. 
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Одним из основных направлений практического 

использования регрессионной модели является про-

гнозирование будущего развития исследуемого  

объекта. 

Рассмотрим составной элемент такой модели – 

линейное регрессионное  уравнение 

1

, 1, ,
m

k i ki k
i

y x k n


      (1) 

где ky  и kix – k-е значения соответственно зависи-

мой и i-й независимой переменных; T
m),...,( 1 α – 

вектор подлежащих оцениванию параметров; k – 

ошибки аппроксимации; n – количество наблюдений 

(длина выборки). 

Представим уравнение (1) в векторной форме: 

                       y Xα ε ,                              (2) 

где 1( ,..., )Tny yy , T
n),...,( 1 ε , , 1, , 1,kix k n i m  X . 

Методам оценки параметров уравнения (1) по-

священа весьма обширная литература (см., в частно-

сти, [1–9]). В рамках регрессионного анализа глубо-

ко проработаны вопросы оценки адекватности моде-

лей (см., например, [10–12]). 

При известных оценках параметров уравнения 

(1) процесс прогнозирования будущих значений за-

висимой переменной состоит в подстановке в урав-

нение значений независимых переменных и после-

дующем простом расчете y . Формально эта про-

цедура выглядит следующим образом. 

Пусть известны значения независимых пере-

менных на периоде упреждения прогноза  

, 1, , 1,kix k n n i m    . Тогда прогнозные значе-

ния зависимой переменной рассчитываются по 

формуле 

1

, 1, , 1, ,
m

k i ki
i

y x k n n i m


                (3) 

где   – длина периода упреждения. 

Такая простая расчетная схема прогнозирова-

ния применяется для большинства известных ре-

грессионных моделей. 

Вместе с тем? эта схема не учитывает одно 

крайне важное обстоятельство, а именно, в какой 

мере векторы 1( ,..., ), 1,k k kmx x k n n   x  соот-

ветствуют (подобны, сходны) каждому из векторов 

предыстории процесса ( ,..., ), 1,k ki knx x k n x , то 

есть каждой строке матрицы Х, поскольку вполне 

естественно полагать, что чем выше такое соответ-

ствие, тем в большей степени тенденции, характер-

ные для данного наблюдения исходной выборки, 

проявятся и на периоде упреждения прогноза. 

Формализовать такой учет соответствия тен-

денций на периодах основания {1,2,..., }n  и упре-

ждения { 1, 2,..., }n n n    можно, используя взве-

шенные методы оценивания параметров уравнения 

(1), например, взвешенный метод наименьших квад-

ратов (ВМНК) и теорию сходства, разработанную 

Ю.А. Ворониным [13]. 

Вектор параметров α  в уравнении (2) при ис-

пользовании ВМНК рассчитывается по формуле 
1( )T Tα X WX X Wy ,  (4) 

где diag( ), 1, , 0k kw k n w  W   – веса наблюде-

ний выборки. 

Выявление упомянутого сходства можно осу-

ществлять следующим образом. Заметим, что впер-

вые идея такого подхода предложена в [14]. 

Введем в рассмотрение матрицу , 1, ,ki k n Z  

1,i m  элементы которой имеют вид 

, 1, , 1, ,ki kiz x k n i m    

, 1 , 1, .ki kiz x k n ,n τ i m      

Введем также в рассмотрение переменные min
iz  

и  max
iz  по правилу 
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min

1,
mini ki

k n
z z

 
 ,   max
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 . 

Преобразуем матрицу Z в Z  следующим обра-

зом: 
min

max min
, 1, , 1,ki i

ki
i i

z z
z k n i m

z z


   


. 

Очевидно, что [0,1]kiz   для всех k и i. 

Для того чтобы оценить, в какой степени s-е 

наблюдение периода упреждения прогноза сходно 

(подобно) с k-м наблюдением периода основания, 

воспользуемся одной из описанных в [13] мер сход-

ства. Например, такой: 

1

1
( , ) 1 ,

m

si ki
i

s k z z
m 

     

{ 1,..., }, {1,..., }s n n k n    . 

Отметим, что в [13] приведено еще девять воз-

можных мер сходства. 

После этого для расчета прогнозного значения 

зависимой переменной sy  необходимо вначале рас-

считать оценку α  по формуле (4) с матрицей весов 

W, где 

 ( , )kw s k ,                           (5) 

с фиксированной s, а затем вычислить sy  по форму-

ле (3) с этой оценкой, т.е. при α α . 

Эту операцию необходимо проделать   раз для 

всего периода упреждения прогноза. 

Рассмотрим пример применения предложенно-

го способа прогнозирования с использованием 

опубликованных в работе [15] известных данных, 

которые описывают работу установки для окисления 

аммиака в азотную кислоту и состоят из 21 наблю-

дения. Переменными модели при этом являются так 

называемый Stackloss (y), который зависит от скоро-

сти работы установки x1, температуры охлаждающей 

воды на входе x2 и концентрации кислоты x3. 

Статистическая информация представлена в табл. 1. 

Прежде всего разобьем эту выборку на периоды 

основания и упреждения прогноза с номерами  

1–13 и 14–21 соответственно. То есть положим n = 13, 

  =8. На первой из них построим трехфакторную 

регрессию без свободного члена с помощью МНК: 

1 2 30,83 1,17 0,65y x x x   ,                  (6) 

R = 0,98, F = 180, T = (4,1; 2,3; –6,4), 

где R – критерий множественной детерминации, F – 

критерий Фишера, T – вектор значений критерия 

Стьюдента для каждого из параметров. Анализ зна-

чений этих критериев указывает на высокую адек-

ватность уравнения (6). 

Применим далее для прогнозирования значений 

зависимой переменной на периоде упреждения с 

использованием как обычного МНК, так и ВМНК на 

основе вычисления весов наблюдений по формуле 

(5). Весовые коэффициенты для каждого из 13 

наблюдений периода основания и каждого наблюде-

ния периода упреждения приведены в табл. 2. 

Т а б л и ц а  1  

Статистическая информация 

№ y x1 x2 x3 

1 42 80 27 89 

2 37 80 27 88 

3 37 75 25 90 

4 28 62 24 87 

5 18 62 22 87 

6 18 62 23 87 

7 19 62 24 93 

8 20 62 24 93 

9 15 58 23 87 

10 14 58 18 80 

11 14 58 18 89 

12 13 58 17 88 

13 11 58 18 82 

14 12 58 19 93 

15 8 50 18 89 

16 7 50 18 86 

17 8 50 19 72 

18 8 50 19 79 

19 9 50 20 80 

20 15 56 20 82 

21 15 70 20 91 

 

 

Т а б л и ц а  2  

Весовые коэффициенты наблюдений 

ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7 ω8 ω9 ω10 ω11 ω12 ω13 

0,29 0,27 0,46 0,61 0,68 0,65 0,77 0,77 0,71 0,63 0,86 0,80 0,68 

0,36 0,34 0,46 0,61 0,68 0,64 0,56 0,56 0,69 0,68 0,91 0,85 0,73 

0,28 0,31 0,38 0,64 0,70 0,67 0,48 0,48 0,71 0,75 0,83 0,82 0,80 

0,13 0,14 0,23 0,46 0,52 0,49 0,36 0,36 0,53 0,75 0,60 0,59 0,71 

0,16 0,18 0,26 0,50 0,57 0,54 0,36 0,36 0,58 0,85 0,63 0,63 0,80 

0,20 0,22 0,29 0,55 0,62 0,58 0,40 0,40 0,63 0,84 0,61 0,60 0,79 

0,25 0,27 0,36 0,65 0,72 0,68 0,50 0,50 0,74 0,85 0,72 0,71 0,90 

0,56 0,53 0,73 0,64 0,70 0,67 0,69 0,69 0,61 0,46 0,70 0,64 0,52 

 

 

В табл. 3 и 4 приведены нижние и верхние зна-

чения весовых коэффициентов для наблюдений пе-

риодов основания и упреждения. 

В табл. 5 приведены восемь значений вектора 

параметров уравнения (6), оцененных по ВМНК. 
 

 

Т а б л и ц а  3  

Нижние и верхние значения весовых  

коэффициентов наблюдений периода основания 

Вес ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 ω7 ω8 ω9 ω10 ω11 ω12 ω13 

Нижняя 
граница  

0,13 0,14 0,23 0,46 0,52 0,49 0,36 0,36 0,53 0,46 0,6 0,59 0,68 

№ наблю-

дения 

4 4 4 4 4 4 4,5 4,5 4 8 4 4 1 

Верхняя 

граница 

0,56 0,53 0,73 0,65 0,72 0,68 0,77 0,77 0,74 0,85 0,91 0,85 0,9 

№ наблю-

дения 

8 8 8 7 7 7 1 1 7 5,7 2 2 7 

 

Таким образом, значения параметров при ис-

пользовании ВМНК лежат в интервалах: 

1 [0,71;0,88],   

2 [1,07;1,23],   

3 [ 0,65; 0,62].     
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В табл. 6 приведены фактические и расчетные 

прогнозные ky  (МНК), ky  (ВМНК), 14,21k   зна-

чения зависимой переменной, вычисленные с ис-

пользованием обычного МНК и ВМНК. 
 

Т а б л и ц а  4  

Нижние и верхние значения весовых коэффици-

ентов наблюдений периода упреждения 
№ наблю-

дения 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Нижняя 
граница 

0,27 0,34 0,28 0,13 0,16 0,20 0,25 0,53 

Верхняя 

граница 
0,86 0,91 0,83 0,75 0,85 0,84 0,90 0,73 

 

Т а б л и ц а  5  

Значения параметров уравнения 

1  2  3  

0,84 1,09 –0,64 

0,84 1,08 –0,64 

0,81 1,12 –0,63 

0,77 1,20 –0,62 

0,77 1,22 –0,63 

0,78 1,23 –0,64 

0,79 1,21 –0,64 

0,86 1,07 –0,65 
 

Т а б л и ц а  6  

Фактические и расчетные значения y 

№ 
ky  (факт.) ky  (МНК), (расч.) ky  (ВМНК), (расч.) 

14 12 9,535 9,809 

15 8 4,331 4,545 

16 7 6,297 6,425 

17 8 16,640 16,405 

18 8 12,053 11,980 

19 9 12,568 12,494 

20 15 16,249 15,976 

21 15 21,999 22,617 

 

Из последней таблицы следует, что для семи 

наблюдений периода упреждения из восьми ВМНК 

дает более точный прогноз, чем МНК. И лишь для 

последнего, 21-го, наблюдения – это не так.  

Анализ результатов расчетов указывает на то, 

что предложенный в работе способ взвешивания 

наблюдений выборки, основанный на теории сход-

ства, позволяет получать более точные прогнозы по 

сравнению с обычным МНК. Вместе с тем авторы 

отдают себе отчет в том, что на других данных такое 

«подавляющее преимущество» ВМНК над МНК 

может и не иметь места. В любом случае чем более 

широким арсеналом методов моделирования иссле-

дователь располагает, тем более точную модель ана-

лизируемого объекта он построит. 
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Noskov S.I., Vergasov A.S. 

Predicting a regression model using elements of the theory 

of similarity 

 

The article discusses one of the main directions of practical 

application of mathematical models of regression type, associ-

ated with the prediction of future values of dependent varia-

bles. To improve the accuracy of these values, it is proposed, 

when estimating unknown parameters of the regression model, 

instead of the usual least squares method (LSM), to use the 

weighted least squares method (HMSC). At the same time, 

when calculating the weights of observations of the base peri-

od of the forecast, the theory of similarity developed by Pro-

fessor Yu.A. Voronin is used, according to which the more 

similar the vector of values of independent variables of the 

lead-time observation is with the corresponding vector of ob-

servation of the base period, the greater the weight the latter 

must possess. This consideration is the basis of the weighting 

algorithm proposed in the paper. Considered in detail a numer-

ical example. 

Keywords: regression model, least squares method, weighted 

least squares method, theory of similarity, forecasting. 
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