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Комбинаторное множество – это конечное мно-

жество, элементы которого имеют некоторую струк-

туру, и имеется процедура построения элементов 

этого множества [1]. Элементы комбинаторных 

множеств (комбинаторные объекты), таких как соче-

тания, перестановки, разбиения, графы, деревья и 

т.д., играют важную роль в математике и информа-

тике, а также имеют множество приложений [2–4]. 

Существуют следующие общие подходы к раз-

работке алгоритмов комбинаторной генерации: 

– метод поиска с возвратом [5, 6]; 

– ECO-метод [7, 8]; 

– метод Ф. Флажоле [9, 10]; 

– метод Б.Я. Рябко [11, 12]; 

– метод В.В. Кручинина [1, 13]. 

Проведенный анализ общих методов построе-

ния алгоритмов комбинаторной генерации показал: 

– часть методов (поиск с возвратом, ECO-метод) 

направлены только на разработку алгоритмов после-

довательной генерации комбинаторных объектов; 

– существуют ограничения на возможность 

применения части методов (ECO-метод, метод  

Ф. Флажоле) для комбинаторных множеств, описы-

ваемых более чем одним параметром; 

– большинство методов требуют представления 

комбинаторного объекта в специальном виде (слово, 

последовательность, спецификация, дерево И/ИЛИ), 

что не всегда является тривиальной задачей и требу-

ет дополнительного исследования; 

– существуют требования к наличию дополни-

тельной информации о комбинаторном множестве. 

В таблице представлены результаты сравнения 

выявленных основных характеристик методов по-

строения алгоритмов комбинаторной генерации: 

– «Listing»: имеется возможность построения 

алгоритмов последовательной генерации комбина-

торных объектов; 

– «Ranking/Unranking»: имеется возможность 

построения алгоритмов ранжирования и генерации 

комбинаторных объектов в соответствии с заданным 

рангом; 

– «Более одного параметра»: имеется возмож-

ность применения метода для комбинаторных мно-

жеств, описываемых более чем одним параметром; 

– «Биекция»: имеется требование представле-

ния комбинаторного объекта в специальном виде; 

– «Дополнительные требования»: имеются тре-

бования к наличию дополнительной информации, 

описывающей комбинаторное множество. 
 

Сравнение характеристик общих методов  

построения алгоритмов комбинаторной генерации 

Метод 

Характеристика 

Listing 

Rank-

ing/Un-
ranking 

Более 
одного 

пара-

метра 

Биекция 
Дополнительные 

требования 

Метод поис-

ка с возвра-

том 

+ − + −  

ECO-метод + − − + ECO-правило 

Метод Ф. 

Флажоле 
+ + − + 

Функция мощ-

ности, произ-

водящая функ-

ция 

Метод  

Б.Я. Рябко 
+ + + + 

Функция мощ-

ности, вспомо-

гательные 

функции 

Метод  

В.В. Кручи-

нина 

+ + + + 

Функция мощ-

ностииз алгеб-

ры  , , ,R   

 

Для дальнейшего исследования выбран метод 

В.В. Кручинина, основанный на применении дере-

вьев И/ИЛИ, так как данный метод: 

– позволяет разрабатывать все типы алгоритмов 

комбинаторной генерации (listing, ranking и unranking); 

– не имеет ограничений на количество парамет-

ров, которыми описываются комбинаторные множе-

ства, что позволяет рассматривать более сложные 

дискретные структуры; 

– требует в качестве дополнительной информа-

ции, описывающей комбинаторное множество, толь-

ко выражение функции мощности, на основе кото-

рой строится структура дерева И/ИЛИ. 

Метод построения алгоритмов комбинаторной 

генерации на основе деревьев И/ИЛИ 

В методе построения алгоритмов комбинатор-

ной генерации на основе деревьев И/ИЛИ применя-

ется представление комбинаторных множеств в виде 



УПРАВЛЕНИЕ, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И ИНФОРМАТИКА  

 Доклады ТУСУР, 2019, том 22, № 3 

56 

структуры дерева И/ИЛИ, число вариантов которого 

должно совпадать со значением функции мощности 

комбинаторного множества. В дальнейшем с помо-

щью такого дерева И/ИЛИ можно построить алго-

ритмы последовательной генерации объектов ком-

бинаторных множеств, их ранжирования (Rank) и 

генерации по рангу (Unrank). Эффективность этого 

метода показана на генерации достаточно большого 

числа комбинаторных множеств: перестановки, со-

четания, разложения, разбиения, композиции, числа 

Фибоначчи, числа Каталана, деревья, выражения 

некоторых языков [1]. 

Дерево И/ИЛИ – это дерево, которое содержит 

узлы двух типов: И-узел и ИЛИ-узел. Вариант дере-

ва И/ИЛИ – это дерево, которое получается из дере-

ва И/ИЛИ путем отсечения у всех ИЛИ-узлов всех 

дуг, кроме одной. Пример структуры дерева И/ИЛИ 

и всех его вариантов представлен на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Дерево И/ИЛИ и его варианты 

 
Если для комбинаторного множества A известно 

выражение функции мощности f = |A|, которое при-

надлежит алгебре  , , ,R  , где R – оператор при-

митивной рекурсии, то для такого комбинаторного 

множества существует возможность построения 

дерева И/ИЛИ, число вариантов которого будет сов-

падать со значением функции мощности комбина-

торного множества [14]. Для этого необходимо для 

заданной функции мощности f комбинаторного 

множества A: 

– все операции сложения  из f представить в 

виде ИЛИ-узла дерева И/ИЛИ, где все слагаемые – 

это сыновья данного ИЛИ-узла; 

– все операции произведения  из f представить 

в виде И-узла дерева И/ИЛИ, где все множители – 

это сыновья данного И-узла; 

– все коэффициенты k   из f представить в 

виде ИЛИ-узла дерева И/ИЛИ, у которого все сыно-

вья являются листами и их количество равно k; 

– все рекурсивные операции из f представить в 

виде схемы рекурсивной композиции дерева И/ИЛИ. 

Таким образом, метод построения алгоритмов 

комбинаторной генерации Rank( ) :    a A , где 

a A , и Unrank( ) :   r A , где r , на основе 

деревьев И/ИЛИ можно записать в следующем виде: 

Вход: Функция мощности f комбинаторного 

множества A, принадлежащая алгебре  , , ,R  . 

Выход: Алгоритмы комбинаторной генерации 

    RankVariant :     ,W DW D    

 
   UnrankVariant :   ,W D W D   

при этом каждый вариант v дерева И/ИЛИ D, по-

строенного для некоторого комбинаторного множе-

ства A, должен однозначно соответствовать конкрет-

ному комбинаторному объекту a  A, т.е. должна 

быть определена биекция A  W(D), где W(D) – 

множество вариантов v дерева И/ИЛИ D. Совокуп-

ность данной биекции с алгоритмами RankVariant и 

UnrankVariant представляют собой искомые алго-

ритмы комбинаторной генерации Rank и Unrank. 

Алгоритм RankVariant определяет соответствие 

между элементами множества W(D) всех вариантов 

дерева И/ИЛИ D и элементами конечного множества 

натуральных чисел     0, 1, , 1W D W D  . 

Данный алгоритм ранжирования позволяет для каж-

дого варианта v  W(D) дерева И/ИЛИ D поставить 

в соответствие некоторый уникальный порядковый 

номер  DWr , называемый рангом. 

Алгоритм UnrankVariant выполняет обратное 

действие к алгоритму RankVariant. 

Если для комбинаторного множества A постро-

ена структура дерева И/ИЛИ D, то возникает про-

блема определения биекции между элементами ком-

бинаторного множества A и множества вариантов 

дерева И/ИЛИ D (для каждого варианта v  W(D) 

должен однозначно соответствовать единственный 

комбинаторный объект a  A и наоборот). Для ре-

шения данной проблемы не существует формализо-

ванного подхода, так как каждое комбинаторное 

множество обладает своими и зачастую совершенно 

уникальными характеристиками, но при этом можно 

использовать следующие рекомендации: провести 

анализ изменений в структуре комбинаторных объ-

ектов, которые проявляются при переходе от одного 

узла дерева И/ИЛИ к другому, и отразить данные 

изменения в биекции. В качестве возможных путей 

исследования можно рассмотреть изменение пара-

метров при переходе по разным ветвям дерева или 

при переходе с одного уровня на другой [15, 16]. 

Если выражение функции мощности f = |A|, 

принадлежащее алгебре  , , ,R  , не известно, 

тогда структура дерева И/ИЛИ для такого комбина-

торного множества не будет построена и, соответ-

ственно, применение метода построения алгоритмов 

комбинаторной генерации становится невозможным. 

Предлагается решить эту проблему за счет примене-

ния математического аппарата производящих функ-

ций, так как он является основополагающим в со-

временной комбинаторике и для многих комбина-

торных множеств уже известны выражения произ-

водящих функций или существует возможность по-

лучения таких выражений. 

Метод получения явных выражений  

коэффициентов производящих функций 

Производящие функции позволяют находить 

решения для задач из самых разных областей мате-

матических наук, таких как комбинаторика, теория 

чисел, теория вероятностей и др. Основное преиму-
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щество использования производящих функций за-

ключается в том, что они позволяют представить 

бесконечные числовые последовательности в ком-

пактной форме и при этом имеется соответствую-

щий математический аппарат для исследования та-

ких числовых последовательностей через их произ-

водящие функции. 

В работе [17] для коэффициентов степеней про-

изводящих функций введено понятие композиты 

производящей функции, которое легло в основу ма-

тематического аппарата степеней производящих 

функций. Композитой обыкновенной производящей 

функции  
0

n
n

n

G t g t


   называется функция G(n,k), 

которая является функцией коэффициентов k-й сте-

пени производящей функции G(t): 

     , .
k n

n k

G t G n k t



    

Математический аппарат степеней производя-

щих функций обеспечивает такие операции над 

композитами, как сдвиг, сложение, умножение, ком-

позиция, а также определение взаимных и обратных 

композит. Такой набор операций над композитами 

позволяет получать явные выражения для коэффи-

циентов производящих функций. 

Например, если для заданной производящей 

функции  
0

n
n

n

G t g t


   известна ее композита 

G(n,k), тогда значения коэффициентов gn могут 

быть вычислены как  ,1ng G n . 

Также если существует возможность представ-

ления заданной производящей функции G(t) в виде 

композиции двух производящих функций 

     
0

n
n

n

G t R F t g t


  ,  

где  
0

n
n

n

R t r t


   и  
0

n
n

n

F t f t


  , тогда значения 

коэффициентов gn могут быть вычислены как 

 
 

0

1

,                        0;

, ,      0.
n

n
k

k

r n

g
F n k r n






 





 (1) 

Таким образом, для нахождения явных выраже-

ний коэффициентов производящих функций с ис-

пользованием математического аппарата степеней 

производящих функций необходимо декомпозиро-

вать производящую функцию на функции, для кото-

рых известны значения композит, и затем применить 

к ним соответствующие операции. В работе [18] 

представлено алгоритмическое и программное обес-

печение для данного метода получения явных выра-

жений коэффициентов производящих функций. 

Если для некоторого комбинаторного множе-

ства A рассмотреть его подмножество An  A, кото-

рое содержит только комбинаторные объекты раз-

мерности n, тогда функция мощности f(n) = |An| тако-

го комбинаторного множества An может быть описа-

на некоторой производящей функцией 

    
0 0 0

.n n n
n n

n n n

F t f t f n t A t
  

       

Следовательно, для получения выражения 

функции мощности f(n) комбинаторного множества, 

для которого известна производящая функция, мож-

но использовать описанный выше метод получения 

явных выражений коэффициентов производящих 

функций. Однако если рассматриваемый комбина-

торный объект описывается более чем одним пара-

метром (например, сочетание из n элементов по m), 

тогда применение данного метода становится невоз-

можным, так как соответствующий ему математиче-

ский аппарат степеней производящих функций 

определен только для одномерных производящих 

функций. По результатам проведенных исследова-

ний композиций производящих функций, в которых 

внешняя функция описывается двумя формальными 

переменными, данный метод был дополнен для сле-

дующих случаев: 

1. Композиция двух производящих функций 

      ,
0 0

, , ,n m
n m

n m

G x y R F x y g x y
 

      

где   ,
0 0

, n m
n m

n m

R x y r x y
 

    и  
0

n
n

n

F t f t


  . 

Если зафиксировать переменную y как констан-

ту, то    
0

, n
y n

n

R x y R x r x


   , где ,
0

m
n n m

m

r r y


  . 

Тогда, используя (1), значения коэффициентов gn,m 

могут быть вычислены как [19] 
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2. Композиция двух производящих функций 

       1 2 ,
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   ,  1
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   и 

 2
0

n
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n

F t b t


  . 

Тогда значения коэффициентов gn,m могут быть 

вычислены как 
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Аналогичные соотношения могут быть получе-

ны и для более сложных вариантов композиций про-

изводящих функций. При этом основным ограниче-

нием является требование того, что декомпозирова-
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ние заданной производящей функции должно осу-

ществляться в рамках одной формальной перемен-

ной, а остальные переменные в этот момент фикси-

руются как константы (т.е. в качестве внутренних 

производящих функций композиции должны быть 

одномерные производящие функции). 

Модификация метода построения  

алгоритмов комбинаторной генерации 

Применение метода получения явных выраже-

ний коэффициентов производящих функций для 

нахождения выражения функции мощности задан-

ного комбинаторного множества позволяет восполь-

зоваться методом построения алгоритмов комбина-

торной генерации на основе деревьев И/ИЛИ для 

таких комбинаторных множеств, для которых не 

известно выражение функции мощности, принадле-

жащее алгебре  , , ,R  , но известно выражение 

производящей функции для последовательности 

значений функции мощности. Также расширение 

данного метода получения явных выражений коэф-

фициентов производящих функций для случая ком-

позиции производящих функций, в которой внешняя 

функция является функцией нескольких перемен-

ных, делает возможным нахождение выражений 

функций мощности для комбинаторных множеств, 

которые описываются более чем одним параметром. 

Однако существуют ограничения на возмож-

ность применения данного метода, так как выраже-

ние функции мощности заданного комбинаторного 

множества, получаемое в результате применения 

метода получения явных выражений коэффициентов 

производящих функций, не всегда соответствует 

требуемой алгебре  , , ,R  . Например, такая си-

туация может возникнуть, когда композита произво-

дящей функции не принадлежит алгебре  , , ,R  . 

Достоинством применения данного метода яв-

ляется то, что по виду структуры композиции произ-

водящих функций, полученной для производящей 

функции последовательности значений функции 

мощности заданного комбинаторного множества, 

зачастую можно получить некоторое представление 

о свойствах элементов данного комбинаторного 

множества. 

Запишем модифицированный метод построения 

алгоритмов комбинаторной генерации на основе 

деревьев И/ИЛИ в виде последовательности шагов: 

Шаг 1. Если известно выражение функции 

мощности f комбинаторного множества A, принад-

лежащее алгебре  , , ,R  , то переход на шаг 4. 

Шаг 2. Если известно выражение производя-

щей функции F для последовательности значений 

функции мощности f комбинаторного множества A, 

то применить метод получения явных выражений 

коэффициентов производящих функций, иначе 

дальнейшее применение метода невозможно. 

Шаг 3. Если получено выражение функции 

мощности f комбинаторного множества A, принад-

лежащее алгебре  , , ,R  , то переход на шаг 4, 

иначе дальнейшее применение метода невозможно. 

Шаг 4. На основе выражения функции мощно-

сти f комбинаторного множества A построить струк-

туру дерева И/ИЛИ D. 

Шаг 5. Определить биекцию  A W D  меж-

ду элементами комбинаторного множества A и мно-

жества всех вариантов v дерева И/ИЛИ D в виде ал-

горитмов  ObjectToVariant( , ) :  a D A W D , где a  A, 

и  VariantToObject( , ) : v D W D A , где v  W(D). 

Шаг 6. Определить биекцию        DWW D   

между элементами множества всех вариантов v де-

рева И/ИЛИ D и конечного множества натуральных 

чисел     0, 1, , 1W D W D   с помощью 

алгоритмов 

   RankVariant( , , ) :     DWroot v D W D  , 

где root – корень дерева И/ИЛИ D,  v  W(D),  и  

   UnrankVariant( , ) :   DWr D W D , 

где  DWr . 

Совокупность алгоритмов, определенных на 

последних двух шагах модифицированного метода 

(шаг 5 и 6), формирует биекцию  A  и представ-

ляет собой алгоритмы комбинаторной генерации 

Rank( ) :    a A  и Unrank( ) :   r A . Разработанная 

модификация метода построения алгоритмов ком-

бинаторной генерации на основе деревьев И/ИЛИ 

отличается применением метода получения явных 

выражений коэффициентов производящих функций 

для нахождения выражения функции мощности 

комбинаторного множества. Изменение оригиналь-

ного метода заключается в наличии дополнительных 

шагов (шаг 2 и 3), которые в случае успешного их 

выполнения позволяют воспользоваться методом 

построения алгоритмов комбинаторной генерации 

на основе деревьев И/ИЛИ. 

Заключение 

В данной статье представлена модификация ме-

тода построения алгоритмов комбинаторной генера-

ции на основе деревьев И/ИЛИ. В отличие от ориги-

нальной версии метода, в предлагаемой модифика-

ции применяется метод получения явных выраже-

ний коэффициентов производящих функций для 

нахождения выражения функции мощности комби-

наторного множества. Данное дополнение позволяет 

воспользоваться методом построения алгоритмов 

комбинаторной генерации на основе деревьев 

И/ИЛИ для комбинаторных множеств, для которых 

известно выражение производящей функции для 

последовательности значений функции мощности. 

Разработка модификации метода построения 

алгоритмов комбинаторной генерации выполнена 

при финансовой поддержке РНФ (проект №18-71-

00059). Исследование свойств композиций произво-

дящих функций, в которых внешняя функция опи-

сывается двумя переменными, выполнена при фи-

нансовой поддержке РФФИ (проект № 18-31-00201). 
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In this article, a modification of the method for developing 

algorithms for combinatorial generation on the basis of and-or 

trees is presented. In contrast to the original version of the 

method, the proposed modification uses the method aimed at 

obtaining explicit expressions for the coefficients of generat-

ing functions. This method is applied to find an expression of 

the cardinality function of a combinatorial set by using the 

known expression of the generating function for the sequence 

of values of this cardinality function. 
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