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Простая аппроксимация дискретной функции Грина в частотной 
области при численном решении параболического уравнения 

 
Рассматривается задача расчета параметров электромагнитного поля путем численного решения параболиче-
ского уравнения методом дискретного преобразования Фурье с расщеплением. Определены точные значения 
коэффициентов передачи отрезков плоских волн от источника излучения на расстояние x в однородной среде 
(дискретная функция Грина для спектральной области) и описан характер их зависимости от поперечного раз-
мера прямоугольной области расчета. Для ближней зоны предложена простая экспоненциальная аппроксима-
ция дистанционной зависимости этих коэффициентов, использование которой не меняет традиционного алго-
ритма расчета, но существенно повышает его точность.  
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Моделирование процессов распространения ра-

диоволн (РРВ) в неоднородной среде над поверхно-
стью Земли является важным и чрезвычайно полез-
ным инструментом исследований в области радио-
локации, радионавигации и беспроводной связи. В 
последние десятилетия широко применяется мате-
матическая модель РРВ в виде параболического 
уравнения (ПУ). Впервые оно было получено и ис-
пользовано в работах М.А. Леонтовича и В.А. Фока 
при анализе дифракции радиоволн над сферической 
земной поверхностью [1] для линейной модели ат-
мосферы и приземного канала [2]. 

Сначала ради простоты рассмотрим уравнение 
Гельмгольца для электромагнитного поля (ЭМП) 

( , )x z , т.е. цилиндрической волны, в среде с индек-

сом преломления n(x, z)  
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где 2 /k     – волновое число. 

Скалярное ПУ (2) определяется из (1) на основе 
малоуглового приближения при следующих допу-
щениях. Распространение радиоволны происходит 
вдоль положительного направления оси Ox при ма-
лых углах рассеяния. ЭМП имеет либо вертикаль-
ную, либо горизонтальную поляризацию и соответ-
ственно определяется поперечной составляющей 
либо магнитного ( , ) ( , )yx z H x z  , либо электриче-

ского поля ( , ) ( , )yx z E x z   [3]. Тогда ПУ имеет вид 
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где ( , ) exp( ) ( , )u x z ikx x z    – огибающая ЭМП. 

При решении практических задач используют 
численные методы решения ПУ (2). На расчетную 
область «дальность–высота» накладывается прямо-
угольная сетка. Расчет поля ведется в её узлах, раз-
несенных в пространстве на расстояния шагов дис-
кретизации по дальности Δx и высоте Δz. При этом в 
соответствии с теоремой отсчетов максимально до-

пустимое отклонение вектора Пойнтинга от направ-
ления оси Ox составляет βmax = λ/(2Δz). 

На сегодняшний день наиболее распространён-
ными численными методами решения ПУ являются 
метод дискретного преобразования Фурье (ДПФ) с 
расщеплением, метод конечных разностей (МКР) и 
метод конечных элементов (МКЭ) [4–6]. МКР и 
МКЭ базируются на решении систем линейных 
уравнений при заданных граничных условиях, что 
позволяет использовать экономное решение методом 
прогонки [7]. Для МКР и МКЭ существуют способы 
задания граничных условий, которые практически 
исключают влияние поперечного размера сетки на 
точность расчетов поля [8–10]. Однако МКР и МКЭ 
при увеличении частоты распространяющейся вол-
ны и точности расчета требуют существенно 
уменьшать шаги дискретизации Δx и Δz, что приво-
дит к резкому увеличению затрачиваемой вычисли-
тельной мощности или времени расчета, особенно 
при решении ПУ в трехмерном пространстве или 
над неровной земной поверхностью [11]. Метод 
ДПФ менее зависим от подобных факторов, поэтому 
на сегодняшний день он остается наиболее востре-
бованным методом и лежит в основе работы таких 
программ, как TEMPER и AREPS, результаты при-
менения которых считаются эталонными при про-
гнозировании РРВ в неоднородной атмосфере. При 
этом использование искусственного поглощающего 
слоя пока является единственным способом задать 
неотражающие граничные условия [12, 13]. 

Метод дискретного преобразования Фурье  
с расщеплением  

Впервые численное решение ПУ с помощью 
преобразования Фурье с расщеплением предложили 
R.H. Hardin и F.D. Tappert в 1973 г. [14]. Позднее ме-
тод был успешно применен и адаптирован к исполь-
зованию на ЭВМ при моделировании тропосферно-
го РРВ [4]. Однако суть метода всегда оставалась 
неизменной. 

На дальности x поле u(x, z) с помощью прямого 
ДПФ F разлагается в угловой спектр плоских волн 
(гармоник ряда Фурье, располагающихся с шагом по 
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углу Δβ = 2 βmax /λ) и умножается на передаточную 
функцию спектра на расстояние Δx (т.е. на коэффи-
циенты передачи гармоник ряда Фурье). К получен-
ным значениям применяется обратное ДПФ, и в ре-
зультате получается распределение поля по высоте 
на расстоянии x+Δx, которое в соответствии с сущ-
ностью метода расщепления умножается на фазовый 
множитель, учитывающий рассеяние радиоволн на 
атмосферных неоднородностях. Таким образом, на 
каждом шаге по дальности необходимо выполнить 
операции 

     2( 1) /2 1
тр( , ) ( ) ( , )ik n xu x x z e F K F u x z      , (3) 

где 2
тр ( ) exp( /2)j jK ik x      – традиционный (при-

меняющийся уже в течение нескольких десятиле-
тий) коэффициент передачи j-й гармоники ряда Фу-
рье, распространяющейся под углом βj на расстоя-
ние Δx [3, 4, 15]. 

Эти коэффициенты Kтр(β) получены путем фор-
мального решения ПУ в безграничной области. На 
практике же область расчета ограничена по высоте 
некоторым значением zmax = L, что приводит к появ-
лению серьезных амплитудных ошибок, которые 
частично компенсируют с помощью поглощающих 
слоёв в виде оконных функций или увеличением 
поперечного размера области расчета L [3, 16]. 

Целью данной работы является получение та-
кой передаточной функции K(β), применение кото-
рой приводило бы к уменьшению ошибки расчета 
поля в ограниченной однородной (n = 1) расчетной 
области без использования каких-либо поглощаю-
щих слоев. Поскольку влияние поглощающего слоя 
формально аналогично влиянию неоднородностей 
среды, оба эти фактора можно учитывать совместно 
в рамках метода расщепления. 

Содержание работы 
Функцию, определяющую коэффициент пере-

дачи поля от элементарного источника, расположен-
ного в точке (x1, mΔz), в точку (x1+x, nΔz), называют 
дискретной функцией Грина (ДФГ) 
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Таким же образом функцию, определяющую 
коэффициент преобразования p-й гармоники в q-ю 
гармонику при РРВ на расстояние x, назовем дис-
кретной функцией Грина в частотной области 
(ДФГЧ) и определим с помощью двойного дискрет-
ного преобразования Фурье от (4) 
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где N – число узлов дискретной сетки по высоте. 
Используя формулу суммы конечного числа 

членов геометрической прогрессии и формулы Эй-
лера [17], получим точное выражение 
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где , 1exp ( 1)( )q p p q
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A ik N
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, 1 /2k k z  . 

Известно, что в однородной безграничной среде 
плоские волны распространяются независимо с по-
стоянной амплитудой и без взаимных преобразова-
ний. Выражение (6) показывает, что при проведении 
расчета в ограниченной пространственной области 
оба утверждения перестают быть справедливыми, 
поскольку здесь вместо плоских волн бесконечной 
протяженности мы имеем дело лишь с их сегмента-
ми протяженности L.  

Интеграл в выражении (6), по-видимому, не от-
носится к числу табличных, да и характер зависимо-
сти от дальности х является довольно сложным, т.е., 
оно малопригодно для практических расчетов. По-
этому, чтобы радикально не менять традиционный 
алгоритм метода ДПФ (3), не будем учитывать нали-
чие взаимного преобразования гармоник, т.е. счита-
ем βp= βq. Тогда, введя замену p   и полагая 

0z  , N  , (6) преобразуем в более простое 
выражение 

 2( ; ) exp /2p p
L
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где L N z  – поперечный размер области расчета. 
Далее выполняем обратное преобразование Фу-

рье каждого из сомножителей в подынтегральном 
выражении, воспользуемся теоремой Парсеваля и 
после элементарных математических преобразова-
ний [17] вместо (7) получим 
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где px L  , иначе ( , ) 0pK x   . 

При 2 /x L  , т.е. когда радиус первой зоны 
Френеля намного меньше поперечного размера об-
ласти расчета (этот размер велик или расстояние х 
мало), интеграл в (8) можно вычислить с помощью 
метода стационарной фазы [17] 
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   (9) 

Выражение (9) отличается от традиционной пе-
редаточной функции метода ДПФ Kтр(β) (3) наличи-
ем дополнительного амплитудного множителя. Это 
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характеризует тот известный факт, что отрезок пло-
ской волны, распространяющийся под углом βp к оси 
Ox, на некотором расстоянии xвых ≈ L/|βp| полностью 
выходит из расчетной области (рис. 1) [18]. 

Было проведено сравнение результатов расчета 
поля на различных дальностях, полученных методом 
ДПФ при использовании (9), с эталонными резуль-
татами Kэт(x). Входное поле при x = 0 в обоих случа-
ях задавалось отрезком плоской волны размером L. 
Но эталонные результаты Kэт(x) получены в расчет-
ной области, размеры которой во много раз больше 
L, что на малых расстояниях устраняет влияние гра-
ниц области на точность расчета. При этом эпизоди-
чески проверялось, что более трудоемкий путь с 
использованием точного выражения (6) дает те же 
значения. 

 
Рис. 1. Схема распространения отрезка плоской волны 

 
Сравнение результатов показало, что отличие  

эталонных коэффициентов передачи гармоник ряда 
Фурье Kэт(x) и коэффициентов (9) на разных дально-
стях составляет от одного до двух процентов. Исхо-
дя из этого факта, можно утверждать, что (9) являет-
ся точной аппроксимацией эталонной функции Гри-
на в ближней зоне для метода ДПФ. При этом суще-
ственная разница между (9) и Kэт(x) наблюдается 
лишь на расстояниях x>(0,95…1)L/|β0|, но эталон-
ные значения всегда остаются больше нуля вследст-
вие того, что на этих расстояниях возрастает роль 
взаимных преобразований одних гармоник в другие 
(рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Модуль коэффициента передачи отрезка плоской 

волны при β = 0,375 рад:  1 – эталонного; 2 – определенно-
го согласно (9); N = 512; λ = 0,3 м; Δx = 1 м; Δz = λ/2 

 
Во избежание дублирований результатов с по-

мощью нормировки пространственных переменных  

 н max/x x x  , н max/z z z  , н max/p   , (10) 

 2
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был проведен переход от стандартного (2) к норми-
рованному ПУ 
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Точная аппроксимация эталонных коэффициен-
тов передачи Kэт(x) (9) тогда принимает вид 
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 (13) 

где L1=Nβmax. 

Как будет показано далее, при использовании 
коэффициентов (13) ошибки расчета поля по отно-
шению к эталонным значениям могут составлять 
сотые доли процента. Однако, несмотря на столь 
впечатляющий результат, возможности использова-
ния выражения (13) весьма ограничены. Дело в том, 
что в неоднородной среде каждая неоднородность 
фактически является источником вторичного излу-
чения, и обеспечение линейной зависимости модуля 
коэффициента передачи от расстояния совместно 
для каждого такого источника является весьма тру-
доемкой задачей. 

Поэтому нужно найти свободную от этого не-
достатка аппроксимацию эталонной функции Kэт(x). 
После обработки результатов эталонных расчетов 
поля при различных параметрах расчетной области 
такая аппроксимация была найдена 

 ап

2
н н

н н н 2
max

( , ) exp 3,44 11,92K x x i
N

   
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.(14) 

Эта функция, как и (13), также отличается от 
традиционной наличием дополнительного ампли-
тудного множителя, однако с дальностью он изменя-
ется не линейно, а экспоненциально. 

Естественно, такая простая аппроксимация (14) 
работает не так хорошо, как (13) (рис. 3).  

 

 
Рис. 3. Модули эталонных коэффициентов передачи от-
резка плоской волны при βн = 0,0313; 0,0625; 0,125 (кри-
вые 2, 4, 6 соответственно) и их аппроксимации, опреде-
ленные согласно (14) (кривые 1, 3, 5 соответственно).  

N = 1024, Δxн = 1, Δzн = 1 
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Наибольшие отличия от эталона наблюдаются 

для гармоник, близких к ±βmax (рис. 4). Однако при-
менение (14) на практике абсолютно оправдано. Во-
первых, это не требует изменения самого метода 
ПФ, меняется лишь показатель экспоненты, харак-

теризующей коэффициенты передачи гармоник ряда 
Фурье. Во-вторых, такое небольшое изменение по-
вышает точность расчета поля на десятки и сотни 
процентов при любом размере расчетной области N 
(рис. 5). 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Зависимость десятичного логарифма относительной СКО определения коэффициентов передачи гармоник ряда 
Фурье σβ от угла распространения отрезка плоской волны βн на расстояниях xн=100 (а) и xн =250 (б) при использовании: 

1 – традиционных коэффициентов Kтр(βн), 2 – аппроксимации Kап (xн, βн) (14), 3 – аппроксимации K(xн, βн) (13).  
N=512, Δxн=1, Δzн=1 

 

 
а 

 
б 

Рис. 5. Зависимость относительной СКО расчета поля σ от 
дальности xн при N = 512 (а) и N = 1024 (б) при использо-

вании: 1 – традиционных коэффициентов Kтр(βн); 
 2 – аппроксимации Kап (xн, βн) (14);  

3 – эталонных коэффициентов; Δxн = 1; Δzн = 1 
 

Заключение 
Приведенные результаты показывают, что име-

ются возможности существенно повысить точность 
численного решения параболического уравнения 
методом дискретного преобразования Фурье. Этого 
можно достигнуть, даже не меняя традиционный 
алгоритм, но изменив численные значения входящих 
в него параметров, т.е. без дополнительных вычис-
лительных затрат. Дальнейшее совершенствование 
метода возможно при переходе от идеологии чис-

ленного решения уравнения в частных производных 
к идеологии решения соответствующего интеграль-
ного уравнения. 

Работа выполнена в рамках проекта по госзада-
нию Минобрнауки № 8.7348.2017/8.9. 
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Simple approximation of the discrete Green's function in 
the frequency domain for the numerical solution of the 
parabolic equation 
 
A problem of calculation of electromagnetic field parameters 
by means of numerical solution of the parabolic equation us-
ing the discrete Fourier transform method with splitting is 
considered. The exact values of the transmission coefficients 
of the plane wave segments from the radiation source to a 

distance x in a homogeneous medium (discrete Green's func-
tion for the spectral region) are determined and the nature of 
their dependence on the transverse size of the rectangular re-
gion is described.  A simple exponential approximation of the 
distance dependence for these coefficients for the near zone is 
proposed, the use of this approximation does not change the 
conventional calculation algorithm but significantly increases 
its accuracy. 
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