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Рассматриваются плоские электромагнитные волны в изотропной поглощающей киральной среде (киральном 
метаматериале). Применяется система материальных уравнений Теллегена с комплексными значениями ди-
электрической проницаемости, магнитной проницаемости и параметра киральности. Проводится различие ме-
жду прямыми и обратными эванесцентными нормальными волнами левой и правой круговых поляризаций по-
средством введения специального параметра – идентификатора типа волны. Представлены аналитические вы-
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Термин «киральная среда» в прикладной элек-

тродинамике появился в последней четверти XX 
столетия [1] и вскоре получил широкую известность 
в связи с проблемой создания радиопоглощающих 
материалов с улучшенными свойствами [2–4]. Ки-
ральная среда первоначально определялась как ком-
позитная электромагнитная среда СВЧ-диапазона, 
состоящая из макроскопических киральных объек-
тов (например, проволочных спиралей), беспоря-
дочно распределённых во вмещающем диэлектрике. 
Впоследствии интерес исследователей распростра-
нился на терагерцовые и оптические киральные ме-
таматериалы с преимущественно периодическим 
пространственным распределением включений – 
киральных метаатомов.  

Распространение электромагнитных волн в ки-
ральных материалах, как и в естественных оптиче-
ски активных средах, изучается в рамках концепции 
сплошной среды с эффективными значениями мате-
риальных параметров. Киральная среда характери-
зуется не только диэлектрической и магнитной про-
ницаемостями, но и дополнительным параметром 
киральности. Соотношения связи между материаль-
ными и волновыми параметрами нормальных волн в 
среде являются основополагающими при рассмот-
рении различных задач прикладной электродинами-
ки. В прозрачных изотропных метакиральных сре-
дах существуют прямые и обратные нормальные 
волны двух круговых поляризвций, различающиеся 
противоположными направлениями распростране-
ния фазового фронта при едином направлении пото-
ка энергии. Для их разграничения был введён до-
полнительный параметр – идентификатор типа вол-
ны [5].  

Применительно к реальным поглощающим ки-
ральным средам, обладающим также явлением кру-
гового дихроизма, характеристики нормальных волн 
изучены недостаточно. Хотя в поглощающей среде 
все три материальных параметра являются ком-
плексными величинами, мнимую часть параметра 
киральности порой игнорируют. Более того, отсут-
ствует соглашение относительно знака мнимой час-

ти параметра киральности. Её принимают положи-
тельной [6–8], но допускаются и отрицательные зна-
чения [9, 10].  

В данном сообщении, как и в [5], для описания 
киральной среды используются материальные урав-
нения Теллегена, наиболее часто применяемые в 
случае киральных метаматериалов. Волновые числа 
нормальных волн в этом случае являются суммарной 
и разностной комбинациями волнового числа в не-
киральной среде и линейной киральной добавки. 
Это обстоятельство позволяет использовать при ана-
литическом продолжении в область комплексных 
значений волновых параметров результаты статьи [11]. 

Симметричные материальные уравнения для 
изотропной киральной среды в  EH -представлении 
имеют вид 

  g
t


 


HD E ,  g

t


 


EB H , (1) 

где применены обозначения: E , H  – напряжённо-
сти электрического и магнитного полей; D , B  – их 
индукции;   – диэлектрическая проницаемость;   – 

магнитная проницаемость; g  – коэффициент гира-

ции среды, пропорциональный плотности кираль-
ных «метаатомов» [12, 13]. Для монохроматического 
поля с круговой частотой   и временны́м фактором 
exp(–iωt) система материальных уравнений (1) пре-
образуется к виду 
 i  D E H ,  i  B H E  (2) 

(известному как формализм Теллегена), где теперь 
g  – параметр киральности. (Иногда пользуют-

ся безразмерным параметром киральности c  , 
где c  – скорость света в пустоте.) В прозрачной сре-
де все материальные параметры являются действи-
тельными числами. Идеальные среды с общими зна-
чениями проницаемостей, различающиеся только по 
знаку параметра киральности  , образуют пары 
зеркальных энантиомеров. Обычно принимают, что 

0  в прозрачных средах и  Re 0r    в погло-

щающих средах. Кроме того, при выбранном вари-
анте временной́ зависимости мнимые части эффек-
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тивных проницаемостей будут положительными: 

 Im 0i   ,  Im 0i   .  С учётом (2) из вихре-

вых уравнений Максвелла  

  i i     E H E ,  i i     H E H  (3)  

следуют также дивергентные соотношения 0 E  

и 0 H  при условии, что 2 0  . 

Для плоской однородной волны с пространст-
венным фактором  exp i r , где   – волновой век-

тор, r  – радиус-вектор, 1i  , дифференциальные 
уравнения (3) переходят в линейные алгебраические 
уравнения для векторных амплитуд 

  i    E H E ,  i    H E H , (4) 

а также 0 E  и 0 H . Векторное умножение 

уравнений (4) на вектор   с последующим вычис-

лением двойных векторных произведений приводит 
к системе линейных уравнений: 

 
 

 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 0,

2 0,

i

i

                      

E H

E H
 (5) 

из условия существования нетривиального решения 
которой выводится дисперсионное соотношение 

   2
2 2 2 4 24 0          

 (6) 

относительно волновых чисел 1    и 2   , кото-

рыми характеризуются две нормальные волны одно-
родной киральной среды. Волновые числа и волно-
вые векторы соотносятся как 1,2 1,2 ˆ γ γ , где γ̂  – 

единичный вектор направления распространения 
волнового фазового фронта. В прозрачной среде 
волновые числа 1,2 1,2 γ  являются положитель-

ными величинами. При наличии поглощения рас-
сматриваем однородные эванесцентные нормальные 
волны; действительная  Re   и мнимая  Im   части 

волнового вектора такой волны являются парал-
лельными направляющему орту γ̂ , а  Re 0r    . 

По этой причине следует принимать во внимание 
только два корня биквадратного уравнения (6), кото-
рое приводится к виду 

  2 2 2 2
1 2 0        , 

где 1,2 k   , k   . Среди нулей этого 

уравнения, отвечающих двум парам встречных нор-
мальных волн, в качестве волновых чисел выбира-
ются два значения 
      sgn Re Re Im sgn Rej j j j j ji             , (7) 

(индекс 1j   или 2 ),  sgn   – знаковая функция. 

Волновое число некиральной среды k    явля-

ется предельным значением для чисел 1  и 2 , рав-

но как и волновой вектор ˆ ˆk k k k   является пре-

дельным для векторов 1  и 2 , если параметр ки-

ральности   приравнять нулю, причём Re 0k  , а 
Im 0k   (для прямых волн) или Im 0k   (для обрат-
ных волн).  

Волновые числа (7) относятся к двум циркуляр-
но поляризованным нормальным волнам киральной 
среды. Разложение полного электромагнитного поля 
на эти волновые поля (называемые полями Бельтра-
ми) производится согласно линейной декомпозиции 
Борена [14]. Она первоначально была применена в 
сочетании с материальными уравнениями Друде – 
Борна – Фёдорова, но является универсально при-
годной для описания киральных и простых изотроп-
ных сред: 

 1 2i  E Q Q , 2 1i  H Q Q , (8) 

где комплексные амплитуды 1Q  и 2Q  относятся к 

полям левой и, соответственно, правой круговой 
поляризации, а параметр 1  является волновым 

сопротивлением. В однородной и безграничной сре-
де поля Бельтрами не связаны между собой. Первое 
поле 1Q  представляет собой электромагнитное поле 

с векторами 1 1E =Q  и 1 1i H = Q , второе поле  

2Q  – электромагнитное поле с векторами 2 2iE = Q  

и 2 2H =Q . Подстановка (8) в (3) приводит к диффе-

ренциальным уравнениям Бельтрами, в которых век-
тор поля пропорционален своему ротору, а подста-
новка непосредственно в (4) – к двум векторным 
уравнениям 
 1 1 1 1 0i   Q Q , 2 2 2 2 0i   Q Q . (9) 

Первое уравнение в (9) приводится к простейшему 
виду 
 1 1ˆ 0i  Q Q  (10) 

с направлением вращения плоскости поляризации 
по левому винту относительно положительной нор-
мали к фазовому фронту ̂ . Направление вектора 

фазовой скорости волны в киральной среде может, 
однако, оказаться противоположным направлению 
потока энергии. Второе уравнение принимает вид 
 2 2ˆ 0i  Q Q , (11) 

согласно которому направление вращения происхо-
дит по правому винту, т.е. противоположно направ-
лению для поля 1Q . При переходе от (3) или (4) к (9) 

выявляются альтернативные соотношения для вол-
нового числа в некиральной среде 

 k  . (12) 

Из (12) следует, что волновое сопротивление подчи-

няется уравнению 2   , т.е. не содержит пара-

метр киральности  . 
Рассчитаем средний за период вектор Пойнтин-

га 1 1 1ˆSS s  для поля с амплитудой 1Q : 

   1 1 1 1 1
1 1

ˆRe Re
2 2

           
S E H Q Q  

  2 2
1 1 1 1

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆRe Re

2 2
    Q Q s s  . (13) 
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(Знак «» обозначает операцию комплексного со-
пряжения.) Из (13) следует, что  

  2
1 1 1

1
ˆ ˆ Re 0

2
S    Q s , (14) 

где присутствует скалярное произведение ортов 
волнового вектора и вектора Пойнтинга 1 1ˆ ˆa  s , 

которое является идентификатором типа нормальной 
волны. Действительно, идентификатор принимает 
одно из двух возможных значений: 1 1a  , если 

нормальная волна является прямой волной, и 

1 1a  , если она является обратной волной. Анало-

гично для среднего вектора Пойнтинга 2 2 2ˆSS s  

поля Бельтрами 2Q  имеем 

   2 2 2 2 2
1 1

ˆRe Re
2 2

         S E H Q Q  

  2 2
2 2 2 2

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆRe Re

2 2
    Q Q s s  , (15) 

откуда  

  2
2 2 2

1
ˆ ˆ Re 0

2
S    Q s , (16) 

где 2 2ˆ ˆa  s . Из (14) и (16) следует, что 

    1 2sgn Re sgn Rea a a      , (17) 

где ˆ ˆa k s  есть идентификатор типа волны в неки-
ральной среде с ортом потока энергии ŝ . Формула 
(17) позволяет конкретизировать аналитическую 
структуру волнового сопротивления, а именно, сле-
дует положить 
 r ia i    , (18) 

где 0r  , подчеркнув, что (18) будет справедливо 

как для некиральных, так и для киральных изотроп-
ных сред с потерями.  

Волновое число k  в поглощающей среде, имея 
в виду принцип предельного поглощения, должно 
быть представлено обобщённо в виде 
 r ik k iak  , (19) 

где 0rk   и 0ik  . Представления (18) и (19) согла-

суются с формулами k  и k  , которые 

следуют из (12) и обеспечивают прямую связь вол-
новых параметров с проницаемостями среды. В пре-
деле нулевых потерь они дают правильное значение 
идентификатора 
    sgn sgna    , (20) 

так как в «дважды отрицательных» средах распро-
страняются только обратные нормальные волны. В 
поглощающей среде, как показано в [11, 15], этот 
идентификатор определяется по формуле 

 sgn r ra
  

     
. (21) 

Её можно преобразовать к виду 

 
arg arg

sgn cos
2

a
    

 
, (22) 

где аргументы комплексных проницаемостей не вы-
ходят за пределы промежутка  0, . 

По аналогии с (19) волновое число 1  предста-

вим как 
 1 1 1 1r iib     , (23) 

где 1b  – идентификатор типа волны в киральной 

среде с волновым числом 1 , 1 0r  , 1 0i  . Сопос-

тавляя (7) и (23), получаем 
      1 1 1 1 1Im Im sgn Reib       , (24) 

откуда сразу следует 
   1 sgn r r i ib k ak     , (25) 

 1i i iak   . (26)  

Как видно из (25), собственно киральные поте-
ри способны изменить тип нормальной эванесцент-
ной волны: обратная волна (в некиральной среде) 
переходит в прямую волну при условии, что 

i ik  . Однако если в некиральной среде распро-

страняется прямая волна, то усиление потерь за счёт 
добавления киральности (при 0i  ) не приводит к 

изменению типа волны. 
Волновое число 2  представим как 

 2 2 2 2r iib     , (27) 

где 2 0r  , 2 0i   и 2b  является идентификатором 

типа волны с волновым числом 2 . Из (7) для 2  в 

развёрнутом виде имеем: 
    2 sgnr r i i r rk i ak k      . (28) 

Из сопоставления (27) и (28) находим 
   2 sgn r r i ib k ak     . (29) 

Налицо присутствует достаточно сложная зави-
симость идентификатора 2b  от параметров среды. 

Если в некиральной среде нормальная волна являет-
ся обратной (идентификатор 1a  ), то она перехо-
дит в прямую волну в киральной среде с 0i  , как 

только наступит неравенство r rk  . Если же вол-

на в некиральной среде была прямой, то тип волны 
сохраняется, только если одновременно r rk   и 

i ik   или r rk   и i ik  . 

Таким образом, тип нормальных волн в кираль-
ной поглощающей среде Теллегена довольно слож-
ным образом зависит от соотношения действитель-
ных и мнимых частей материальных параметров. Он 
выявляется посредством вычисления специально 
введённых дополнительных параметров – иденти-
фикаторов типа волны. 
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Wave parameters of an isotropic chiral medium with losses  
 

Plane electromagnetic waves in an isotropic absorbing chiral 
medium (chiral metamaterial) are considered. The Tellegen’s 
system of constitutive relations with complex values of 
dielectric permittivity, magnetic permeability and chirality 
parameter is applied. A distinction is made between the 
forward and backward evanescent normal waves of left and 
right circular polarizations by introducing a special parameter – 
a wave type identifier. Analytical expressions for real and 
imaginary parts of wave numbers and wave impedance of 
homogeneous normal waves are presented. 
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