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Предложена математическая модель ротора электродвигателя-маховика с активным магнитным подвесом, ис-
пользуемого в качестве исполнительного органа системы ориентации и стабилизации космического аппарата. 
Модель позволяет определять критические скорости и амплитуды колебаний ротора с учетом форм его собст-
венных колебаний. Ротор рассматривается как двухмассовая система, состоящая из вала и обода, активные маг-
нитные подшипники моделируются линейными упругими элементами. Уравнения движения ротора получены 
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Микровибрации в космических аппаратах  
Постоянное усложнение задач, решаемых со-

временными космическими аппаратами (КА), требу-
ет повышения эксплуатационных характеристик их 
систем ориентации и стабилизации, в первую оче-
редь точности и, что не менее важно, стабильности 
ориентации целевой аппаратуры в пространстве. 
Данные параметры являются ключевыми для преци-
зионных оптических и астрофизических приборов, 
используемых на спутниках дистанционного зонди-
рования Земли, в орбитальных обсерваториях и те-
лескопах, предназначенных для исследования меж-
звездного пространства. Нормальное функциониро-
вание таких изделий требует, чтобы стабильность их 
положения, обеспечиваемая системой ориентации, 
значительно превосходила их разрешающую спо-
собность. 

Необходимость повышения точности и ста-
бильности ориентации КА приводит к тому, что в 
настоящее время все больше внимания уделяется 
проблеме микровибраций и возмущающих силомо-
ментных воздействий [1–8]. Основным источником 
вибровозмущений на КА является бортовое элек-
тромеханическое оборудование: приводы поворота 
антенн, солнечных батарей и др. Также весомый 
вклад вносят электродвигатели-маховики (ЭДМ) и 
силовые гироскопы системы ориентации и стабили-
зации, поскольку они функционируют практически 
постоянно в течение всего срока активного сущест-
вования КА [3–5]. Микровибрации, генерируемые 
функционирующим бортовым оборудованием, рас-
пространяются по несущей конструкции КА и на-
рушают работу прецизионной аппаратуры. При этом 
бортовые вибрации КА лежат преимущественно в 
диапазоне 1–103 Гц, поэтому не могут отрабатывать-
ся с помощью самой системы ориентации, посколь-
ку ее полоса пропускания обычно составляет менее 
1 Гц [4, 5]. Одним из примеров негативного влияния 
микровибраций является искажение фотоснимков 
[3] поверхности Земли (рис. 1). 

Существуют основные способы снижения 
влияния вибровозмущений на характеристики пре-
цизионных бортовых изделий. 

 
Рис. 1. Искажение фотоснимка вследствие 

воздействия микровибраций [3] 
 
Во-первых, проектирование КА таким образом, 

чтобы модуль полезной нагрузки был в меньшей 
степени подвержен влиянию микровибраций, в том 
числе механически изолирован от несущей конст-
рукции КА [3, 9, 10]. Примером является геостацио-
нарный метеоспутник GOES-R (США), в котором 
полезная нагрузка размещалась на специальной 
платформе, изолированной от остального аппарата с 
помощью шести виброизоляторов D-strut компании 
Honeywell, обеспечивающих подавление вибраций 
на частотах более 5 Гц. 

Во-вторых, применение специальных алгорит-
мов постобработки информации, получаемой с чув-
ствительных приборов [3]. Это позволяет в некото-
рой степени уменьшить влияние микровибраций, 
однако алгоритмы постобработки здесь достаточно 
сложны, а их эффективность ограничена.  

В-третьих, снижение уровней вибраций, гене-
рируемых функционирующим оборудованием, в том 
числе и его виброизоляция от корпуса КА [11, 12]. 

Причинами возмущающих воздействий ЭДМ 
как одного из основных источников микровибраций 
на борту КА являются [4, 13]: 

  подшипниковые вибрации, характеризуемые 
отклонениями геометрической формы и размеров 
подшипников от идеальных, а также зазорами в 
подшипниковом узле; 
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  остаточная неуравновешенность ротора, оп-

ределяемая точностью его балансировки. 
Кроме того, имеются пульсации управляющего 

момента ЭДМ, обусловленные пульсациями элек-
тромагнитного момента электродвигателя и момента 
сопротивления подшипников, которые также явля-
ются источниками микровибраций [4]. 

Таким образом, генерирование вибровозмуще-
ний ЭДМ преимущественно связано с шариковыми 
подшипниками. Следовательно, один из возможных 
путей уменьшения такого воздействия – их замена 
на бесконтактные опоры, наиболее предпочтитель-
ным вариантом которых является активный магнит-
ный подвес (АМП) ротора [14, 15]. АМП представ-
ляет собой мехатронную систему, состоящую из 
объекта регулирования (ротора), исполнительных 
устройств (электромагнитных подшипников), датчи-
ков обратной связи и системы управления. Эффек-
тивное снижение возмущающих воздействий требу-
ет, помимо прочего, разработки математической мо-
дели объекта управления – ротора, учитывающей 
формы его собственных колебаний, поскольку они 
определяют критические частоты вращения и ам-
плитуды вынужденных колебаний в зазоре [16–18]. 

Математическая модель ротора ЭДМ 
Ротор ЭДМ состоит из маховика, на котором ус-

тановлены вращающиеся элементы электродвигате-
ля и АМП. Для обеспечения оптимальных массога-
баритных характеристик ротора (максимального 
осевого момента инерции Jo при минимально воз-
можной массе M) маховик выполняется в виде мас-
сивного обода, который соединен с валом достаточ-
но тонкой диафрагмой. Результаты модального ана-
лиза ротора ЭДМ для случая абсолютно жестких 
опор показывают, что его первая собственная часто-
та обычно связана с угловыми колебаниями обода и 
диафрагмы вокруг поперечной оси (рис. 2) и имеет 
достаточно низкое значение, которое может лежать в 
рабочем диапазоне частоты вращения. 

 

 
Рис. 2. Форма колебаний ротора ЭДМ на первой 

собственной частоте 
 
Данная форма колебаний позволяет рассматри-

вать ротор ЭДМ как двухмассовую систему, состоя-
щую из вала и обода. Вал характеризуется массой 
Mв, полярным и экваториальным моментами инер-
ции Jо.в, Jэ.в, обод – массой Mо и моментами инерции 
Jо.о, Jэ.о. Исходя из результатов модального анализа, в 
системе имеются следующие связи: линейные пере-
мещения и вращение вокруг собственной оси осу-

ществляются валом и ободом совместно (связи аб-
солютно жесткие), угловые смещения обода относи-
тельно вала вокруг поперечных осей характеризу-
ются угловой жесткостью Rд, равной 

 2д сд э.о2 , R f J    (1) 

где fсд – собственная частота угловых колебаний 
обода и диафрагмы, Гц (см. рис. 2). 

Вводятся следующие системы координат: XYZ – 
приборная система координат ЭДМ; OXвYвZв – вра-
щающаяся система координат, связанная с валом 
ротора; OXоYоZо – вращающаяся система координат, 
связанная с ободом ротора. Oxyz, в в вOX Y Z   , 

о о оOX Y Z   , в в вOX Y Z   , о о оOX Y Z    – промежуточные 

положения вала и обода после линейных и угловых 
перемещений (рис. 3). Таким образом, с учетом 
имеющихся связей положение вала и обода ротора 
ЭДМ характеризуется восемью обобщенными коор-
динатами: линейными перемещениями x, y, z вала 
вместе с ободом, собственным вращением ψ = ωt, 
поворотами вала и обода вокруг осей X, Y на углы 
φв, θв и φо, θо соответственно (см. рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Модель гибкого ротора ЭДМ 

 
Математическая модель ротора ЭДМ представ-

ляет собой решения уравнения Лагранжа для каж-
дой обобщенной координаты q: 

0,
d L L

dt q q

  
    

           (2) 

где L=T–P – функция Лагранжа. Соответственно  
T, P – кинетическая и потенциальная энергия систе-
мы «ротор–АМП». 

Проекции векторов угловой скорости вала и 
обода ωв(о) на оси вращающихся систем координат 
OXвYвZв и OXоYоZо 

в(о) в(о) в(о)

в(о) в(о) в(о) в(о)

в(о) в(о)

cos cos sin
cos cos sin .

sin

    
      

 

 




t t
t t        (3) 

Вследствие малости углов φв, θв, φо, θо справед-
лива замена cosθв(о) ≈ 1, sinθв(о) ≈ θв(о): 
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в(о) в(о)

в(о) в(о) в(о)

в(о) в(о)

cos sin
cos sin .

   
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 

 




t t
t t               (4) 

Поскольку оси систем координат совпадают с 
главными осями инерции, то выражение для кине-
тической энергии можно записать в виде 

   2 2 2 2 2
э.в в в

1

2
      

   X YT M x y z J  

 2 2 2 2
о.в в э.о о о о.о о .       Z X Y ZJ J J         (5) 

Подставляя (4) в (5), получим 

   

   

   

22 2 2
э.в в в

2 2
в в о.в в в

2 2
э.о о о о о

1
cos sin

2

cos sin

cos sin cos sin

          
        

             

   

 

  

T M x y z J t t

t t J

J t t t t

  2
о.о о о .  J    (6) 

Перейдем к определению потенциальной энер-
гии системы P. Поскольку на данном этапе стоит 
задача рассмотрения и идентификации динамиче-
ских характеристик только ротора, то радиальные и 
осевой электромагнитные подшипники достаточно 
представить в виде идеально упругих изотропных 
опор, характеризуемых коэффициентами жесткости 
CA, CB и CZ. Такое допущение, во-первых, позволяет 
исключить влияние электромагнитных процессов в 
АМП и алгоритмов системы управления и выделить 
интересующие характеристики ротора, а во-вторых, 
оно дает возможность сравнить аналитические ре-
зультаты, полученные при решении разработанной 
модели ротора, с результатами его конечно-элемент-
ного модального анализа. Таким образом, потенци-
альная энергия P системы «ротор–АМП» сосредото-
чена в упругих элементах CA, CB и CZ, а также в уп-
ругой связи вала и обода Rд, поэтому с учетом мало-
сти углов φв, θв и φо, θо 

   

   

2 2
в в

2 22
в в

1

2
      

       

A B

Z A B

P C x a C x b

С z C y a C y b

 

   2 2
д о в д о в ,R R       

           (7) 

где a, b – расстояния от центра масс ротора до ради-
альных электромагнитных подшипников (в случае 
несимметричного ротора a≠b). 

Производные лагранжиана по каждой обоб-
щенной координате: 

в ;
         




d L L
Mx Сx N

dt x x
          (8) 

в ;
  

       



d L L

My Cy N
dt y y

          (9) 

;Z
d L L

Mz C z
dt z z

       



      (10) 

в в

  
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d L L

dt
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о о

  
    

d L L

dt
 

э.о о о.о о д о д в ;       J J R R           (12) 

вв
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d L L

dt
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оо

  
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 о.в о.о ,
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      



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J J
dt

         (15) 

где C = CA + CB;    N = CAa − CBb;   Rв = CAa2 + CBb2. 
Таким образом, математическая модель вынуж-

денных колебаний ротора под действием сил Fx(t), 
Fy(t), Fz(t) и моментов сил Mx(t), My(t), Mz(t) имеет 
вид 
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  (16) 

Из анализа уравнений (16) видно, что вследст-
вие несимметричности системы «ротор–АМП» (по-
бочная жесткость N = CAa − CBb ≠ 0) существует 
связанность между поперечными поступательными 
и угловыми колебаниями ротора. Третье из уравне-
ний описывает обычные осевые колебания одномас-
совой системы, последнее уравнение – закон фор-
мирования управляющего момента, приложенного к 
корпусу КА. При принятых в модели допущениях 
данные уравнения не зависят от поперечных посту-
пательных и угловых колебаний, поэтому при даль-
нейших исследованиях не рассматриваются. 

Результаты расчета 
Верификация математической модели гибкого 

несимметричного ротора проводилась сравнением 
диаграмм Кэмпбелла, полученных при решении сис-
темы уравнений (16), с результатами конечно-
элементного модального анализа в среде ANSYS 
(рис. 4, 5). 

Несимметричная система может иметь три кри-
тические частоты (см. рис. 4, 5), на каждой из кото-
рых ротор совершает сложное поступательно-
угловое движение, сопровождающееся собственны-
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ми колебаниями. Расчетные значения критических 
частот совпадают с результатами моделирования с 
относительной погрешностью менее 1% (таблица). 

 
Рис. 4. Расчетная диаграмма Кэмпбелла 

 

 
Рис. 5. Диаграмма Кэмпбелла по результатам модального 

анализа в ANSYS 
 

 
Критические скорости в рабочем диапазоне частот 

вращения ротора 
Критическая  
скорость, рад/с Форма 

колебаний 
Расчет ANSYS 

Относи-
тельная 
погреш-
ность, % 

Угловые колебания,  
обратная прецессия 

91,1 90,6 0,55 

Угловые колебания, 
прямая прецессия 

469,8 467,1 0,58 

Радиальные колебания  533,4 529,8 0,68 
 

Разработанная модель корректно описывает и 
предельные случаи абсолютно жесткого ротора на 
упругих опорах и гибкого ротора на абсолютно же-
стких опорах, динамические уравнения которых 
известны из технической литературы [19]. Первый 
вариант соответствует условию Rв << Rд, для него  
φд = φв = φр и θд = θв = θр, что позволяет «свернуть» 
уравнения угловых колебаний вала и обода в одно 
уравнение угловых колебаний ротора: 

 
 

 
 
 

 

р

р

э.р р о.р р в р

э.р р о.р р в р

э.р

;

;

;

;

;

.

   


   
  


      
       
 








 



x

y

Z z

y

x

z

Mx Сx N F t

My Сy N F t

Mz C z F t

J J Nx R M t

J J Ny R M t

J M t

      (17) 

Второму варианту соответствует соотношение 
Rв >> Rд, в нем x = y = 0, φв = θв = 0, что позволяет 
ограничиться только уравнениями угловых колеба-
ний обода-диафрагмы: 
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Таким образом, соотношение угловых жестко-
стей радиального подвеса Rв и диафрагмы ротора Rд 
определяет степень участия массы ротора в угловых 
колебаниях: при Rв << Rд колебания совершаются 
всем ротором, при Rв >> Rд колеблются только его 
обод и диафрагма. 

«Симметризация» радиального подвеса 
Выше был рассмотрен общий случай несим-

метричной системы «ротор–АМП», для которой CAa 
≠ CBb. 

Отличительной особенностью АМП является 
возможность достаточно точного регулирования же-
сткостей электромагнитных подшипников, что позво-
ляет относительно просто привести изначально не-
симметричную систему к симметричной, для которой 
CAa = CBb и побочная жесткость N равна нулю:  
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Рис. 6. Расчетная диаграмма Кэмпбелла 

 

 
Рис. 7. Диаграмма Кэмпбелла по результатам модального 

анализа в ANSYS 
 

В такой системе практически отсутствует свя-
занность поступательных и угловых перемещений, 
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поэтому она, в отличие от несимметричной, имеет 
максимум две критические частоты (рис. 6, 7) и для 
нее требуются более простые алгоритмы управления. 

Выводы 
Разработанная математическая модель позволя-

ет определять собственные частоты и критические 
скорости гибкого несимметричного ротора ЭДМ с 
АМП. Погрешность разработанной модели в срав-
нении с результатами конечно-элементного модели-
рования составляет менее 1%, что позволяет исполь-
зовать ее при дальнейшем исследовании динамиче-
ских характеристик системы электромагнитного 
подвеса и ее оптимизации. 
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Polyakov M.V., Lipovtsev A.A., Aleksanov P.A. 
Mathematical model of a flexible asymmetrical rotor for 
active magnetic bearing reaction wheel 
 
The paper introduces the mathematical model of rotor for 
active magnetic bearing reaction/momentum wheels, used as 
actuator in spacecraft attitude and orbit control system. Devel-
oped model is used for estimation of critical speeds and forced 
oscillation magnitudes with a glance of the rotor modes. Rotor 
is considered as a two-mass system, consisting of a shaft and a 
rim, active magnetic bearings are assumed to be a linear elas-
tic springs. The equations of the rotor motion are derived us-
ing the Lagrange equation. Developed model is verified by 
comparing the calculated Campbell diagrams with the results 
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of the finite-element modal analysis, performed in the ANSYS 
software. 
Keywords: electromagnetic bearing, critical speed, Campbell 
diagram, reaction wheel. 
doi: 10.21293/1818-0442-2018-21-3-115-120 
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