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При принятии решений в области экономики 
специалист сталкивается с прямыми и обратными 
задачами. Под решением задач с помощью обратных 
вычислений [1–3] понимают нахождение прираще-
ний аргументов функции на основе следующей ин-
формации:  

 начальные значения аргументов ( 1x , 2x ) и 

функции ( y );  

 новое значение функции ( y y );  

 коэффициенты относительной важности ар-
гументов ( ,  );  

 направление изменений аргументов (+,–).   
Таким образом, может быть сформирована сис-

тема уравнений:  

1 1 2 2

1

2

( ( ), ( ));

;

1.

y y f x x x x

x

x

      
  
 


 (1) 

Решением системы будут величины 1x  и 2x , 

обеспечивающие значение результирующего пока-
зателя, равное y y .  

Полученные значения могут быть использованы 
для определения направлений изменения показате-
лей деятельности исследуемого объекта для дости-
жения заданной цели. Примеры решения задач тако-
го рода рассмотрены в статьях [4–7]. В работе [8] 
метод обратных вычислений был использован со-
вместно с лагранжевым анализом конечных измене-
ний, что позволило выявить факторы, оказавшие 
наибольшее влияние на результат. При наличии ог-
раничений на величины аргументов могут быть ис-
пользованы итерационные алгоритмы, в том числе с 
применением элементов случайного поиска [3, 9]. 

Результат решения системы (1) определяется 
значениями коэффициентов относительной важно-
сти и направлением изменений показателей, которые 
устанавливаются исследователем. Привязка к мне-
нию эксперта имеет свои положительные стороны: 
может быть рассмотрено несколько возможных ва-
риантов решения задачи, коэффициенты могут быть 
установлены с учётом реальной возможности на-
правления изменения аргументов и их взаимозави-

симости. Полученное решение впоследствии может 
быть скорректировано с учетом дополнительных ус-
ловий. Так, например, в работе [10] рассматривается 
получение решения в соответствии с «золотыми» 
пропорциями показателей. Однако иногда возникает 
необходимость получить результат без привлечения 
экспертной информации. К такому случаю можно 
отнести нахождение решения, максимально близкого 
к исходному, т.е. при минимальном изменении зна-
чений аргументов.   

В данной работе рассмотрено решение задач с 
помощью обратных вычислений в случае мини-
мального приращения аргументов (без привлечения 
экспертной информации). Модификация классиче-
ской схемы решения (1) при этом выражается в из-
менении величины соотношения значений прираще-
ний аргументов, которая будет определяться теперь 
угловым коэффициентом линии уровня, определяе-
мого новым значением функции. Далее будет рас-
смотрено решение задачи в случае аддитивной, 
кратной и мультипликативной зависимости.   

Аддитивная модель 
Рассмотрим задачу с аддитивной зависимостью 

(например, суммарные затраты равны сумме посто-
янных и переменных затрат [1]): 

1 2y x x  . 

Пусть начальные условия задачи: 0y =5, 0
1x  =2, 

0
2x =3. Необходимо определить такие значения 1

1x , 
1
2x , при которых 1y  равно 10. Построим две линии 

уровня 5 и 10 соответственно (рис. 1), представ-
ляющие собой параллельные прямые. Точка А соот-
ветствует начальному условию задачи. Точки линии 

2 110x x   обеспечат значение результирующей ве-
личины, равное 10. Точки B и С соответствуют слу-
чаям, когда искомое значение функции будет полу-
чено только за счет изменения 2x  и 1x  соответст-

венно. Точки линии 2 110x x  , принадлежащие от-
резку BC, будут получены при увеличении аргумен-
тов функции ( 1x , 2x ),  расположенные левее точки 

B – при уменьшении аргумента 1x  и увеличении 2x  

( 1x
 , 2x ), а точки правее С – при увеличении 1x  и 

уменьшении 2x  ( 1x
 , 2x ). 
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Рис. 1. Линии уровня 5 и 10 

 
Кратчайшее расстояние из точки А до прямой 

2 110x x   представляет собой длину перпендику-

ляра AD. Таким образом, при переходе из точки A в 
точку D изменение аргументов будет наименьшим. 
Изменение первого аргумента  ( 1x ) равно длине 

отрезка AE, изменение второго аргумента ( 2x ) – 

отрезка DE  ( 2 2 2AD AE DE  ).   
Задача оптимизации при этом может быть пред-

ставлена в виде задачи квадратичного программиро-
вания [11–12]: 

2 2
1 2 1 2

1 2

( , ) min,

2 3 10.

f x x x x

x x

    
   

 

Для решения данной задачи могут быть исполь-
зованы методы нелинейной оптимизации: множите-
лей Лагранжа, метод штрафов [13, 14]. В результате 
будут получены следующие значения приращений: 

1x =2,5, 2x =2,5. Таким образом, новые величины 

аргументов: 
1
1 2 2,5 4,5x    ; 
1
2 3 2,5 5,5x    . 

Из рис. 1 можно увидеть, что угол ADE равен 
углу ECD. Поскольку тангенс угла равен угловому 
коэффициенту, то  

AE

DE
 , 

где    – коэффициент угла наклона прямой.  

Для рассматриваемого примера  = –1. Следо-

вательно, для определения значений приращений с 
наименьшим изменением необходимо решить сис-
тему: 

1

2

1 2

1;

2 3 10.

x

x

x x

 
    

 

Подставляя во второе уравнение 1 2x x  , по-

лучим 

2 2

2

1

2 3 10;

2,5;

2,5.

x x

x

x

   
 
 

 

Рассмотрим случай при большем числе аргу-
ментов. Пусть функция имеет вид 

1 1 2 2 ... n ny c x c x c x   , 

где c – константы.  
Тогда определение аргументов с наименьшим 

приращением будет выполнено путем решения сис-
темы: 

0 0 0 1
1 1 2 21 2

, 1... , ;

( ) ( ) ... ( ) ,

i i

k k

n n n

x c
i n i k

x c

c x x c x x c x x y

   
      

 

где k  – номер аргумента, который принимается за 
базовый. 

Кратная модель  
При кратной зависимости модель имеет сле-

дующий вид (например, рентабельность определя-
ется как отношение прибыли к затратам): 

2

1

x
y

x
 . 

Пусть начальные значения равны: 0y =2, 0
1x =5, 

0
2x =10. Необходимо определить значения 1

1x , 1
2x , 

при которых значение функции равно 4. 
Задача квадратичного программирования имеет 

вид 

 
 

2 2
1 2 1 2

2

1

( , ) min;

10
4.

5

f x x x x

x

x

    






 

Решение задачи: 1x  = –2,353, 2x  = 0,588,  
1
1x  = 2,647, 1

2x  = 10,588. 

На рис. 2 представлены линии уровня 2 и 4.  
 

 
Рис. 2. Линии уровня 2 и 4 

 

Начальные значения аргументов образуют точ-
ку А. Наименьшее расстояние из этой точки до пря-
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мой 2 14x x  – это длина перпендикуляра AB. Высо-

та BC образует два подобных треугольника. Следо-
вательно, справедливо соотношение 

4
AC

BC
 . 

Тогда система будет иметь вид 

1

2

2

1

4;

10
4.

5

x

x

x

x

 
  
 

 

Решение системы: 1x = –2,353,  2x = 0,588. 

Мультипликативная модель 
Наконец, рассмотрим мультипликативную зави-

симость (например, выручка от продажи товара рав-
на произведению цены и количества):  

1 2y x x  . 

Примем начальные условия задачи: 0y =10, 
0
1x =5, 0

2x =2. Необходимо определить значения 1
1x , 

1
2x , при которых 1y  равно 20. 

Задача квадратичного программирования: 

  

2 2
1 2 1 2

1 2

( , ) min,

5 2 20.

f x x x x

x x

    

  
 

Решение задачи: 1x = 0,837, 2x = 1,426, 
1
1x = 5,837, 1

2x = 3,426.  

Рассмотрим линии уровня 10 и 20 (рис. 3). Точ-
ка А соответствует начальным значениям аргумен-

тов. Определение точки графика 2 120/x x  таким 

образом, чтобы изменения аргументов были мини-
мальны, может быть выполнено с использованием 
уравнения касательной: 

0 0 0( )( ) ( )k f x x x f x   , 

где 0x  – точка функции ( )f x , к которой строится 

касательная.  
 

 
Рис. 3. Кривые уровня 10 и 20 

 

Уравнение касательной к точке B будет иметь 
вид 

2 1 12

20 20
( 5) 0,8 8

55
x x x


     . 

Поиск наименьших изменений аргументов для 
перехода в точку на прямой может быть выполнен с 
помощью решения системы уравнения:  

 
   

1
1

202
1

1 2

0,8;

0,8 5 2 8.

x y

x
x

x x


 



    

 

Отношение приращений аргументов будет рав-
но угловому коэффициенту в уравнении касательной 
(со знаком «минус»). Решение системы: 1x = 0,976,  

2x = 1,22, 1
1x = 5,976, 1

2x = 3,22.  

Далее необходимо построить уравнение каса-

тельной к новой точке ( 1
1x = 5,976, 1

2x = 3,22) и вы-

полнить поиск новой точки с минимальным измене-
нием аргументов.  

Таким образом, алгоритм нахождения решения 
в случае мультипликативной модели включает сле-
дующие шаги: 

1. Установка начальных значений:  

i = 0, 0
1 1( )x i x , 0

2 2( )x i x . 

2. Построение уравнения касательной к точке 

1 ( )x i   функции  
1

2
1

y
x

x
 . 

3. Поиск точки 1 ( 1)x i , 2 ( 1)x i   на касатель-

ной, до которой расстояние от исходной точки 0
1x , 

0
2x   будет минимальным.  

4. Проверка выполнения условия останова: ес-
ли изменение положения точки меньше заданной 

точности ε (    2 2
1 1 2 2( 1) ( ) ( 1) ( )x i x i x i x i       ), 

то алгоритм завершается, иначе осуществляется пе-
реход на шаг 2 ( i = i +1 ). 

В таблице представлены результаты выполне-
ния итераций для рассматриваемого примера  
(  = 0,003). 

 
Результаты выполнения итераций 

i  1( )x i  2 ( )x i  1( ( ))f x i    

0 5 2 0,8 – 
1 5,976 3,22 0,56 1 
2 5,807 3,441 0,593 0,278 
3 5,844 3,423 0,586 0,041 
4 5,835 3,425 0,587 0,009 
5 5,838 3,428 0,587 0,004 
6 5,837 3,426 – 0,002 

 
Пример формирования рейтинговой оценки 
В качестве примера рассмотрим также задачу 

формирования рейтинга группы онлайновой соци-
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2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

18 

20 

x1 

x2 

x2 = 20/x1 

x2 = 10/x
1
 

A 

B C 



 УПРАВЛЕНИЕ, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И ИНФОРМАТИКА 

Доклады ТУСУРа, 2018, том 21, № 2 

98
альной сети. Интегральная оценка вычисляется по 
формуле: 

1 2 30,701 0,24 0,059j j j jR x x x   , 

где 1 jx  – нормированное значение числа подписчи-

ков j-й группы;  2 jx  – нормированное значение по-

казателя популярности j-й группы; 3 jx  – нормиро-

ванное значение показателя активности j-й группы.   
Для выбранной группы значения нормирован-

ных величин равны: 0
1x = 0,313, 0

2x = 0,004, 0
3x = 0,029. 

Тогда интегральная оценка составит:  
0,701 0,313 0,24 0,004 0,059 0,029 0,222R       . 
Пусть необходимо определить такие новые зна-

чения x , которые обеспечат значение рейтинговой 
оценки, равное 0,3, при минимальном изменении 
аргументов.  

Система уравнений имеет вид: 

1 1

2 2

3 3

2 2

1 2

3

0,701
;

0,24

0,059
;

0,24

0,701(0,313 ) 0,24(0,004 )

0,059(0,029 ) 0,3.

x c

x c

x c

x c

x x

x

  


 
    

  

 

Решение системы: 1x = 0,099, 2x = 0,034, 

3x = 0,008. Таким образом,   
1
1 0,313 0,099 0,412x    ; 
1
2 0,004 0,034 0,038x    ; 
1
3 0,029 0,008 0,037x    . 

 

Заключение 
В статье рассмотрено решение обратных задач 

экономического анализа с помощью обратных вы-
числений путем минимизации приращений аргумен-
тов. Модификация классической схемы решения за-
ключается в использовании в качестве отношения 
коэффициентов относительной важности углового 
коэффициента линии установленного уровня. Пред-
ставлена графическая интерпретация используемых 
соотношений. По сравнению с решением оптимиза-
ционных задач нелинейного программирования 
представленный подход является более простым в 
компьютерной реализации: решение задачи сводится 
к решению системы алгебраических уравнений. Рас-
смотрен случай аддитивной, кратной и мультипли-
кативной зависимости между аргументами. Также в 
статье представлен пример формирования рейтинго-
вой оценки с заданным значением интегрального 
показателя. Результаты вычислений совпали с ре-
зультатами, полученными путем решения задачи не-
линейного программирования с использованием оп-
тимизационных методов.  

 
 
 

С помощью представленных методов может 
быть получено решение обратных задач при отсут-
ствии экспертных оценок о важности аргументов 
функции и направлении изменения показателей и 
минимальном изменении исходных данных. 

Также рассмотренный подход может быть ис-
пользован для решения отдельных задач квадратич-
ного программирования с одним ограничением [15].  
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